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3.1

e Een groepactie van G op X is hetzelfde als een homomorfisme G — Sx.

e Een representatie van een groep is juist een homomorfisme ¢ : G — GL(V)
waar V een eindige niet-triviale lineaire ruimte is.

dim V' wordt de graad van ¢ genoemd.

Als 9 en ¢ representaties zijn van G en V en W een lineair isomorfisme
T :V — W hebben zodat ¢, = Ty, T~ voor elke g € G, dan heten ¢ en
P equivalente representaties

e Voorbeeld: C — GLy(R) door p(a + bi) = ( “

b is een representatie
-b a P ’

e Voorbeeld: Z, — GLy(C) door

_ [cos —2’;:” —sin —2’;’”
Pm = t 2TM 2mm

Sl —— COS
n

Dat is de rotatiematrix voor een hoek van 27m/n radialen. Omdat Z,, met
+ een cyclische groep is, en de n-de rotaties van C de rotatiegroep vormen
(welke ook cyclisch op n elementen is) volgt dat dit een homomorfisme is.

Een andere representatie is

2tm
e n 0
e 1)

Dit is een equivalente representatie, namelijk neem T = (i _11>, dan
T YomT = 1, voor alle M € Zy,.

e (Standaardrepresentatie van S,). Dit is de permutatiematrix, welke e,,
oD €4(m) afbeeldt voor m =1,...,n.



Hoe zien de matrices van de alternerende groepselementen A,, C S,, eruit?
Dit zijn precies de even permutaties.

Het verwisselen van twee kolommen ¢, j in een permutatiematrix S is het-
zelfde als vermenigvuldigen met ¢;;), de representatie van de verwisseling
(ij). Omdat de determinant een homomorfisme is, zal dit het teken van
S precies veranderen. Merk op dat de identiteitsmatrix determinant 1
heeft en dat alle permutatiematrices ontbonden kunnen worden in verwis-
selingen. Er volgt dat het beeld van A,, onder de standaardrepresentatie
precies de permutatiematrices met determinant 1 zijn:

@(An) = {Py : det(P,) = 1} = ker(det)
We verkrijgen dat A,, <.5,.

(G-invariante deelruimte) ¢ : G — GL(V) representatie. Dan heet een
lineaire deelruimte W C V' G-invariant als voor alle g € G en w € Wj
pgw € W.

(Directe som van lineaire afbeeldingen) T : Vi — Wy, Ts : Vo — W, dan
Ty : Vi@ Vy — W @W; definieert men als (11 7o) (v1, v2) = (T1v1, Tovs),
waarbij de directe som van lineaire ruimtes gewoon het carthesisch prod-
uct met elementsgewijze optelling en scalaire vermenigvuldiging is (hierbij
moeten Vi, Vo, Wi, Wy wel hetzelfde grondlichaam K hebben).

(Directe som van representaties). ¢, ¥ representaties G — GL(V;), G —
GL(V2) met Vi, Vs, hetzelfde grondlichaam K. Dan is hun directe som
(p @) : G— GL(Vy @ V3) gegeven door:

(0 @ P)g(v1,v2) = (pg(v1), Yy (v2))

In termen van matrixalgebra kunnen we een directe som K™"@® K™ opvatten
als K™*™ en directe sommen T} @ T : K*t™ — K"t™ yvan operatoren
Ty € GL(K™), Ty € GL(K™) als blokmatrices

(T o T) = <7(;1 T02>

Met dus duidelijk al twee invariante deelruimtes (€;)i=1,...n, (€i)i=n+1,...,m-

Voor ¢ : Zy — GL2(C) zien we dat ¢ diagonaal is voor elke m € Z,
en in het bijzonder dus als directe som ¥; @ ¥y met oy () = >/,

Yo(M) = 1 (—M)

Neem p : S3 — GL2(C) gedefinieerd door zijn waarden op de voort-
brengers (12) en (123):

-1 -1 -1 -1
P12) = 0 1 P(123) = 1 0



En zij ¢ : S3 - GL,(C) = C* door ¢, = 1, Yo € S5. Dan

-1 -1
(P®P)azy=| 0
0

-1 -1
(P@Y)aazy=( 1 0
0 0

= O O
= O O

1
0
Het zou voldoende zijn om aan te tonen dat (p @) (12) similar is tot @)

en (p @ 1))(123) similar is tot ¢(123) met dezelfde basistransformatie 7', te
kunnen concluderen dat p ® ¢ ~ .

Dit omdat we dan hebben laten zien dat dan T(p ® ©),T ! = T, T~!
voor o € {(12), (123)}, een generating set van S, en dat zou de gelijkheid
impliceren voor elke o € S3. Dit komt er dus eigenlijk op neer aan te
tonen dat

010 -1 -1 0 0 0 1 -1 -1 0
1 0 0)=T10 1 o|T! 1 0 0)=T11 0 07T
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1

Dit is een kwestie van lineaire algebra.

(Triviale representatie) Dit is de representatie ¢t : G — C* met ¢(g) = 1
voor alle ¢ € G. De representatie p : G — GL,(C) met n > 1 door
p(g) = I is niet de triviale representatie, maar t®", de n-keer directe som
van de triviale representatie.

Irreducibele representaties: een representatie ¢ : G — GL(V') heet irre-
ducibel als de enige G-invariante deelruimtes van V', {0} en V zijn. Elke
¢ : G — K* is bijvoorbeeld irreducibel omdat K'! dimensie 1 heeft, en
daardoor geen deelruimtes heeft naast K en {0}.

Dus elke graad 1 representatie is irreducibel.

Als ¢ : G — GL(V) een representatie is van graad 2, dus dim V' = 2, dan is
¢ reducibel dan en slechts dan als ¢, een gemeenschappelijke eigenvector v
hebben voor g € G, of equivalent voor g in een voortbrengende verzameling
8 voor G.

Immers dan is er voor alle ¢, een eigenruimte Kv, dus dit is een G-
invariante deelruimte onder .

Zo zien we dat p : (12) — (_01 _11>, (123) — (_11 _01> irreducibel is

omdat deze twee matrices eigenruimtes

—1
paz) €1 =Ce, & =C < 9 )



e -1
Maar ey noch ( 9 ) zijn eigenvectors van ( 1 0 ), dus p(12) en p(i23)

delen geen eigenvectoren.

Als een representatie ¢ reducibel is en W C V de proper G-invariante
deelruimte, dan kunnen we deze niet per se als p! @ ¢? schrijven waarbij
©(g9) = ¢(g)|w de beperking ¢ tot W is en 2 een andere representatie.
De reden is dat er niet perse een G-invariante deelruimte Wy C V hoeft
te zijn met V =W & Wa.

1 1

Neem bijvoorbeeld ¢ : ZT — GL3(V), (1) = (0 1

>. Dit moet een

(1) }) oneindige orde, en (1) =

n) heeft

representatie zijn want evenals 1 heeft (

1
0 1
steeds eigenvector e;. Echter als ¢ een directe som van representaties

Z*. De representatie is duidelijk reducibel want ¢(n) = (

11 . . e .
01 wel diagonaliseerbaar zijn, i.e. de directe som
van twee lineaire afbeeldingen in C*. Maar deze matrix staat al in Jordan-
Normaalvorm en is dus duidelijk niet diagonaliseerbaar.

was, dan moest

Het probleem is dus dat het bestaan van een van Ce; lineair onafhanke-
lijke G-invariante lineaire deelruimte het bestaan van een tweede lineair
onafhankelijke eigenvector zou impliceren.

Neem r de rotatie bij 7/2, en s de spiegeling in de z-as. Deze brengen
samen de diédergroep D, voort. We bekijken de representatie

=y ) een=(3 )

Dit is inderdaad welgedefinieerd omdat het precies voortkomt uit de spec-

ificatie op de voortbrengers, p(r) = (6 —02)’ p(s) = ((1) é) We zien

ook dat ¢ irreducibel is.

Het doel is om te laten zien dat elke representatie geschreven kan worden
als directe som van irreducibele representaties.

Een representatie ¢ : G — GL(V') heet compleet reducibel als V = ", V;
met V; # 0 een G-invariante deelruimte is en ¢|y, is voor elke 1 < i < n
irreducibel.

Equivalent, ¢ ~ @, 0@ met o irreducibel.
Een representatie ¢ heet decomposable als V =V, & Vo met Vp, V5 niet-0
G-invariante deelruimtes. Anders heet V' indecomposable.

Als T : V — V een lineaire transformatie is en S een basis dan schrijven
we [T]g voor de matrix van T in die basis. voor ¢ : G — GL(V) decom-
posable, zij By en By bases voor Vi en V5. Dan is B = By U By juist



een basis voor V' en er volgt, omdat ¢(B;) C V;, dat p|y,(V;) = {0} voor
i # j. In het bijzonder:

B [SD|V1 (g)]Bl 0
lp(9)]s = < 0 [wlvz(g)]Bz)

En dus ¢ = ¢y, @ ¢v,.

e In het algemeen is de strategie om te bewijzen dat elke ¢ compleet re-
ducibel is, te bewijzen dat ¢ ofwel irreducibel is (dan zijn we klaar), ofwel
decomposable, en dan een inductieargument op de graad dimV te ge-
bruiken.

e We moeten eerst laten zien dat de definitie decomposable en irreducibel
alleen afhangen van de representatie modulo equivalentie.

e Stelling: als ¢ ~ 1, en ¥ decomposable, dan is ¢ dat ook.

Bewijs: Laat T het lineair isomorphisme V' — W zijn zodat T, = 1 T,
Vg € G. Laat Wi, W5 niet-0 G-invariante deelruimten van W zijn met
W =W, & Ws,. Zij T-Y(W;) = V.

Ten eerste: V =V, & Vs, want als v € V dan T'(v) = wy +we € W & W,
dusv =T~ (wy)+t"H(w2), dus zij v; = T~ (w;). Bovendien zijn VNV, =
0 want v € V3 N V5 impliceert T'(v) € W1 N Wy =0, en T is injectief.

Ten tweede zijn Vi en Vo G-invariant, want v € V; impliceert ¢q4(v) =
T?/)gT’lv, en Ty € W;, W; is ¢-invariant dus ngflv € Wj, en
Ty T v € V; omdat T(W;) = V; vanwege bijectiviteit 7.

e Evenzo is een ¢ die equivalent is aan een irreducibele representatie, irre-
ducibel. En een representatie die equivalent is aan een volledig reducibele
representatie is volledig reducibel.

3.2

e Op een inproductruimte V' is een representatie unitair als elke ¢, unitair
is, d.w.z. (pgv, pgw) = (v,w) voor elke v,w,€ V. Dus ¢ : G = U(V).
Als opstapje naar willekeurige eindige representaties, bewijzen we eerst dat
unitaire representaties ofwel irreducibel ofwel decomposable zijn. Uitein-
delijk willen we dit voor alle representaties van eindige groepen bewijzen.

e Lemma: elke unitaire representatie ¢ : G — U(V) is ofwel irreducibel
ofwel decomposable.
Bewijs: Laat ¢ niet irreducibel zijn. Dan is er een niet-0, niet-V G-
invariante deelruitme W van V. Bekijk W+ # 0 en W @ WL. We gaan
laten zien dat W+ G-invariant is.
Als v € W en w € W willekeurig, dan is aan te tonen (w, p4(v)) = 0.
Als volgt:



In (1) passen we binnen de haken aan beide zijden ¢g-1 toe onder uni-
tariteit van ¢g-1, en in (2) gebruiken we dat ¢ -1(w) € W vanwege W
G-invariant.

Er volgt dat W+ juist G-invariant is, dus dit geeft de decompositie W @&
W,

Lemma: Elke representatie van een eindige groep G is equivalent met
een unitaire representatie. Dit deel van de te bewijzen stelling gebruikt
strikt noodzakelijk de eindigheid van G.

Bewijs We gaan uit van een representatie ¢ op C™, elke representatie op
een n-dimensionale C-vectorruimte is namelijk equivalent aan een repre-
sentatie op C™ door een basis B voor V te kiezen en ¢ op die basis te
schrijven, i.e. met een isomorfisme 7' : V' — C” die coordinaten neemt ten
opzichte van die basis beschouwen we g — T tp,T', G — GL,(C).

Nu gebruiken we eindigheid: definieer namelijk
(v,w) = Z«ng’ Pgw)
geG

Dit is inderdaad een inproduct; controleer dat (v,w) > 0, met gelijkheid
alleen als v = w, (v,w) = (w,v), (v1 + v, w) = (v1,w) + A(ve, w).

We laten nu zien dat deze keuze van inproduct op C”, de representatie
per definite unitair maakt. Namelijk,

(nv, orw) = > (PgPgv, PgPnw)
geG

= Z <(Pghva (Pghw>

geG
= Z {pgrv, pgrw)
g'eG

= (U, ’LU)

Corrolarium Elke representatie van een eindige groep is ofwel decom-
posable ofwel irreducibel

Bewsijs: Zij ¢ een representatie van de eindige groep G. Wegens het
tweede lemma is ¢ equivalent met een unitaire representatie 1) op C". Voor



1, unitair, weten we wegens het eerste lemma dat 1 ofwel decomposable
ofwel irreducibel is. Wanneer ) decomposable is, is ¢ dat ook (want deze
eigenschap draagt over onder equivalentie), en idem voor het geval dat 1)
irreducibel is. Dus ¢ is ofwel decomposable ofwel irreducibel.

Stelling: (Maschke) Elke representatie van een eindige groep is volledig
decomposeerbaar.

Bewijs Met inductie naar de graad n = dimV. Als n = 1, dan is ¢
triviaal irreducibel omdat een 1-dimensionale vectorruimte geen eigenlijke
deelruimten heeft. Als het geldt voor alle representaties van graad m < n,
laat dat ¢ een representatie van eindige groep G van graad n zijn. Als
@ irreducibel is, zijn we klaar. Anders is ¢ decomposabel wegens het
voorgaande, zeg ¢ = M) @ (2. Met ) representaties van graad < n.
Met de inductiehypothese kunnen we deze volledig reduceren tot, zeg

mi ma
(p(l) - @ s0(1)(J) 90(2) - @90(2)(])
i=1 i=1

Er volgt ¢ = @?:1 D, eWE en elke ) is irreducibel, dus ¢ is
volledig reducibel.

Een homomorfisme van ¢ naar p, waar ¢ : G — GL(V), p: G — GL(W)
representaties zijn, is en lineaire afbeelding T': V. — W met Tp, = p,T
voor alle ¢ € G. De verzameling van alle homomorfismes van ¢ naar p
heet homg (¢, p). Merk op homg (¢, p) C hom(V, W).

Als o ~ pdanisereen T € homg(y, p) die inverteerbaar is (een lineair iso-
morfisme). T hoeft in het algemeen geen isomorfisme te zijn. homg (¢, p)
bevat bijvoorbeeld altijd de 0-afbeelding v + 0.

T : V — V behoort tot homg (¢, ¢) d.e.s.d.a. Ty = @ T voor alle g € G,
dus T commuteert met elementen in p(G) C GL(V).

Propositie: T : V — W in homg(p, p). Dan is ker T' een G-invariante
deelruimte van V en Im T een G-invariante deelruimte van W.

Bewijs: Laat v € kerT, g € G. Dan Tpgzv = p,Tv = p,0 = 0, dus
pgv € ker T'.

Laat wImT, g € G. Dan w =Twv, v € V, dus pgw = p,Tv = Tp4v, dus
pgw € ImT.

Propositie homg(yp, p) is niet alleen een deelverzameling, maar een lin-
eaire deelruimte van hom(V, W).



Bewijs Ty, T> € homg(p, p) en A € C. Dan
(T + ATo)pg = Tipg + Ny = pgTi + ApgTs = pg(T1 + N13)
Dus T1 + AT € homg(¢p, p).

Een belangrijk resultaat is dat de homomorfismes tussen irreducibele rep-
resentaties beperkt zijn.

Lemma: (Schur’s Lemma) Zij ¢, p irreducibele representaties, ' € homg (¢, p).
Dan is T inverteerbaar (i.e. een equivalentie) of T' = 0. Met als gevolg:

(i) Als ¢ o p, homg(p, p) = 0.
(ii) Als p = p, dan T = A\ met X € C.

Bewijs Zij T € homg(p, p). Neem aan T # 0. ker T is een G-invariante
deelruimte van V. ¢ is irreducibel, dus deze deelruimte is ofwel V', ofwel
0. V kan niet want 7" # 0. Dus T is injectief. Im 7 is een G-invariante
deelruimte van W. p is irreducibel, dus deze deelruimte is ofwel W ofwel
0. Triviaal kan niet want T 7 0. Dus T is surjectief. We concluderen dat
T bijectief is, dus een lineair isomorfisme.

Voor (i) merken we op dat homg(p, p) alleen equivalenties en 0 bevat,
maar p o4, dus geen equivalenties.

Voor (ii), neem A een eigenwaarde van T. Dan is AT —T niet inverteerbaar,
en wegens I € homeg(p,¢) volgt I — AT € homg(p,¢). Omdat niet-
inverteerbare elementen van home (¢, ¢) de 0-afbeelding moeten zijn, volgt
T =M.

Corrolarium: ¢ ~ p, dan dimhomeg(p,p) =1

Bewijs Zij S : V — W de equivalentie Spg = p,S, Vg € G.

Als T € homg(p,p), dan T, = p,T = S¢,S7'T, dus S~ 'Tp, =
0gSTIT, dus ST € homg(p, ¢) en er volgt S™'T = A, dus T' = AS.
S spant homeg (¢, p) dus op.

Corrolarium Zij G abels. Dan is elke irreducibele representatie van G
van graad 1.

Bewijs Laat ¢ een irreducibele representatie van G zijn. We laten zien
dat ¢p voor h € G, een equivalentie is.

PhPg = Phg = Pgh = PgPh

Dus ¢, € homg(p, ), waardoor ¢ = Apl voor een N\, € C* (niet 0
want ¢ : G — GL(V). Zij v € V willekeurig. Al heeft eigenruimte Cv

voor elke h € G, een propere G-invariante deelruimte tenzij V' = Cuv; we
concluderen V = Cv dus dimV = 1.



e Corrolarium Als G een eindige abelse groep is en ¢ : G — GL,(C) een
representatie, dan is ¢ equivalent aan een representatie p@zl:l go(k), waar

elke ¢*) irreducibel is. Omdat G abels is, heeft elke ¢*) graad 1 en dus
<p,(;k) € C*, Vg € G, dus ook n = m. Zij T de equivalentie T, T = p,

dan is T_1<pgT na schrijven op een basis een diagonaalmatrix
T_lapgT = diag(go(l), - gp("))

Corrolarium A € GL,,(C) matrix van eindige orde, A™ = I. Dan is A
diagonaliseerbaar. De eigenwaarden van A zijn n-demachts eenheidswor-
tels (niet noodzakelijk primitief).

Bewijs Neem representatie ¢ : Z,, — G L,,(C) door k — A¥. Welgedefinieerd
want A" = I. Zjy is abels, dus zij T € CL,,(C) met diag(ws,...,wn) =
T—'AFT diagonaal, Vk € Z,. A is dus diagonaliseerbaar. Bovendien
is diag(wy,...,w?) = diag(wi,...,w)® = T7YA"T = I, dus blijkbaar is

n
wp =1 voor k =1,...,n. De eigenwaarden zijn dus n-demachts eenhei-

dswortels.

Zij G een groep en definieer
L(G)=CY={f:G - C}
Dan is L(G) een lineaire ruimte onder puntsgewijze optelling en scalairver-
menigvuldiging
(f1 + f2)(9) = f1(9) + f2(9)
(cf)(g) =c- f(9)

En een inproductruimte met inproduct

1 -
(fi. f2) = Il > fi(9) fa(9)

geG

Dit is een |G|-dimensionale vectorruimte met basis {x,4}4ec, bijvoorbeeld.

We noemen L(G) de groepsalgebra van G.

We willen naar het volgende resultaat toe werken:

Stelling (Schur’s orthogonaliteitsrelaties) Zij ¢ : G — U,(C) en p: G —
U,,(C) inequivalente irreducibele unitaire representaties. Schrijf ¢y; voor
het matrixelement in de k-de rij en I-de kolom van ¢. Dan

(1) (prt, vij) = 0;

(1) (pri, pij) = {1/71 i=Fk, j=1

0 anders



Begrijp dat we bedoelen, dat we het inproduct in L(G) nemen: pg; : g —
[0glik, de lk-de entry van pg, dus py;, heeft type G — C.

We doen dit via een paar lemmatische resultaten.

e Propositie ¢ : G — GL(V), p: G — GL(W) representaties en T : V —
W lineaire transformatie. Definieer T# = ﬁ >gec Pg-1Tpg 1V — W.
Dan

(i) T# € homg(yp, p);
(ii) Als T € homg(y, p), dan T# = T;
(iii) P : T + T7 is lineair en surjectief homg(V, W) — homg(¢p, p).

Bewijs
(i)

T#pp, = |G| > pg-1Togpn
geG

|G| Zpg 1T§0gh

gEG

|G| Z pg’lT@gh

geqG

|G| Z pr-15T0f
fea

abrel th wiTer  =pno g prTsof
feG feG
_ #
_ph_lT

In (1) passen we een variabeleverandering f = gh toe, dus g~ ! =

hh~—tg = hf~!. Dit is valide want linksvermenigvuldiging permu-
teert slechts de elementen van G, dus de sommatie is over dezelfde
elementen (averaging trick).

(ii) Hier is het noodzakelijk dat we in de definitie delen door |G|. Want:

Z pq 1Tg09

QEG

(1)
i Tt

geG

" -

geG

In (1) passen we toe dat T, = p,T.

10



(ili) P is surjectief omdat elke T' € homg,(y, p) heeft P(T) = T. P is
lineair omdat de sommatie dit is; voor A € C, T1,T5 € hom(V, W)
geldt

P(Ty + \T3) = |G| Z pg-1(Th + NT2) @y
geG

|G| D10 Tipg + Aoy Topy)
geG

|G| Z Pg- 1T1g09 + A— ‘Gl Z pgflTQQOg
geG geG
— P(Ty) + AP(TY)

e Propositie Zij ¢ : G — GL(V), p : G — GL(W) irreducibele represen-
taties van G en zij T : V' — W lineair homomorfisme. Dan

(i) Als ¢ # p, dan T# = 0;

(ii) Als ¢ = p, dan T# = gggﬂ]

Bewijs
(i) Als ¢ o p, dan homg (i, p) = 0 wegens Schur’s lemma, dus 7% = 0
is de enige mogelijkheid.
(if) Als ¢ = p, dan T = AI voor een zekere A € C wegens Schur’s lemma.
Enerzijds Tr(T#) = Tr(A) = Adegp. Dus T# = 2% .

deg ¢
Anderzijds
TrT# = — > Tr(p,1Te,)
IGI =
w Z Tr(pg-104T
|G| =
=TrT

In (1) gebruiken we Tr(AB) = Tr(BA) met A = ¢ -1, B =Tgp,.
Er volgt T# (Egj; 1.

e Als p : G = GL,(C) en p : G — GL,;,(C) representaties zijn dan
hom(V, W) = M,,,,(C), de set van m x n-matrices over C, en homg (¢, p)
is een deelruimte hiervan. P uit het voorgaande is dus een map van
Mn(C) = My, (C).

De standaardbasis voor M,,,(C) is {Ejj}icim),jen), Waar E;; de matrix
is met 1 in positie ij en 0 overal anders (ook wel [Ejjlzy = 0iz05,. We
schrijven voor een matrix A = (a;;) = >_;; ai; Eij.

11



Lemma Voor A € M, (C), B € M,s(C) en Ej; zoals boven, gelegen in
an((C) Dan [AE}“‘B]U = alkbij.

Bewijs

[AEkz lj = Z Alac Ekz ac] Z Alz Z Ekz Ty yj Z Alxdk;c(szyBy] - alksz

.y

Lemma ¢ : G — U,(C), p : G — U,,(C) unitaire representaties, A =
Eki S an((C) Dan A# <Pkl» SOZ‘]>

Bewijs p is unitair, dus p,—1 = p; = py, de Hermitisch geconjugeerde.

In het bijzonder is pix(971) = pi(9).

|G| 2_lpo By

geqG

Z plk 902] )

QEG

|G| Z plk SDZJ

geG

= <Pkl, %‘j)

We kunnen P : M,,,,(C) = M,,,(C) door P(T) = T#, welke een lineaire
afbeelding is, een matrix B geven, welke een mn X mn matrix is met rijen
en kolommen geindexeerd door paren lj, ki, 1 < I,k <m,1 < 5,7 <n. Het
voorgaande lemma zegt dan dat de lj, ki-de entry van B precies (pii, ¢ij)
is.

Stelling (Schur’s orthogonaliteitsrelaties) Zij ¢ : G — U, (C) en p : G —
U,,,(C) inequivalente irreducibele unitaire representaties. Schrijf ¢y voor
het matrixelement in de k-de rij en l-de kolom van ¢. Dan

(i) (prt, pij) = 0;

(1) (pri, pij) = {1/71 i=Fk j=I

0 anders
Bewsijs

(i) Definieer A = Ej; € M,,,(C) en A# voor ¢ naar p zoals in het
voorgaande. Dan A% = 0 wegens het eerdere lemma, want ¢ £ p.
Maar dan AZ‘? =0, dus {(pr1,pij) =0 voorallel <[,k <m, 1<
7yt < n.
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(ii) Definieer A = Ey; € M,, en A¥ voor ¢ naar ¢ zoals in het voor-
gaande. Dan
- Tr Eki

n

A# I

Dus als i # k dan heeft Ej; alleen 0-en op de diagonaal en is A# = 0,
dus (ppi, pi5) = (A#)i; = 0.

Als j # 1 dan is Ij; = 0 dus (pr, @ij) = (A#); = %405 = 0.

Als j =leni=kdanis <80kla§0ij> = (A#)lj = %Ijj = l.

e Een gevolg voor L(G) is:
Corrolarium: Zij ¢ een irreducibele en unitaire representatie van G van
graad d. Dan vormen de d? functies {Vdyp;; : G — C | i, € [d]} een
orthonormale set.

Bewijs Dit is gewoon de voorgaande stelling, maar alle functies hebben
een renormalisatie met factor v/d gekregen:

0 anders

e Een belangrijk gevolg is dat er slechts eindig veel equivalentieklassen van
irreducibele representaties van G zijn, want:

Elke equivalentieklasse bevat een unitaire representatie.

dim(L(G)) = |G| dus geen enkele lineair onathankelijke verzameling kan
meer dan |G| elementen bevatten.

Wegens stelling 3.2.8 volgt, waneer ¢, ..., ©() inequivalente irreducibele
representaties zijn van graad di, ..., ds, dat de set
UtVdrel) : G = C i € [dul}

i

k=1
Orthonormaal, dus lineair onafhankelijk moet zijn. Er volgt s < >"7_; di <
|G| dus in het bijzonder zijn er hooguit s equivalentieklassen van irre-
ducibele representaties.
Propositie: Zij G een eindige groep en zij ¢V, ..., ¢©(*) een representan-
tensysteem van alle equivalentieklassen van eindige representaties, met
elke ¢(*) van eindige graad djs. Dan is de set

Vel -G = C|1<i,j<dy}
Orthonormaal, dus lineair onafhankelijk in : (G) en in het bijzonder s <
Y1 di < |G
Met wat extra theorie blijkt dat de tweede ongelijkheid een gelijkheid is;
We weten ook dat s = >_;_, di voor abelse groepen omdat irreducibele
representaties van abelse groepen altijd graad di = 1 hebben. De eerste

gelijkheid geldt dus voor abelse groepen. De omkering blijkt ook waar:
als alle irreducibele representaties graad 1 hebben, dan is de groep abels.

13



4.3

Zij ¢ : G — GL(V) een representatie. x, : G — C gedefinieerd door
X (9) = Tr(p(g)) heet het karakter van de representatie.

Een karakter van een irreducibele representatie heet een irreducibel karak-
ter.

Merk op dat x, € L(G)
Eigenschap Voor ¢ graad 11is x, = ¢.
FEigenschap xp(1) =TrI =degyp

Eigenschap Als ¢ ~ p, dan x, = X,
Bewijs Tr is onathankelijk van basiskeuze en Tr(AB) = Tr(BA), dus

Xe(9) = Tr(p(g)) = Te(S~'p(g)S) = Te(SS ' p(g)) = Tr(p(g))

FEigenschap Voor alle g, h € G, x,(hgh™') = x,(9)

Bewijs:
Xe(hgh™") = Tr(p(h)e(g)p(h~)) = Tr(p(h)p(h~")e(g)) = Tr(e(g))

Een klasse-functie is een functie f : G — C met f(g) = f(hgh™') voor
alle g, h € G, of equivalent, als f constant is op alle conjugatieklassen van

G.
Men noteert de ruimte van klassefuncties als Z(L(G)), wat suggesteert

dat het het centrum van een ring is, en dit is inderdaad het geval.

Twee elementen a.b € G heten geconjugeerd als er een h € G bestaat met
a = h™'bh. Dit is een equivalentierelatie. De conjugatieklassen van G zijn
de verzamelingen Cl(a) = {hah™! | h € G}.

Zo’n conjugatieklasse is geen ondergroep van G tenzij 1 € Cl(a), maar
Cl(1) = {1}.

We noteren Cl(G) voor de partitie van G in conjugatieklassen.
Propositie Z(L(QG)) is een lineaire deelruimte van L(G).

Bewijs Zij f1, f2 € Z(L(G)) en A € C. Dan

(fr4Mf2)(hgh™") = fi(hgh™ " )+X fa(hgh™) = fi(g)+ A f2(g) = (fr+Af2)(g)

Definieer x¢ : G — C voor C' C Cl(G) als de indicator functie voor de
verzameling C' C G.

Propositie B = {xc | C € CI(G)} is een basis voor Z(L(G)), dus
dim(Z(L(G))) = | CI(G)).

14



Bewijs x¢ is constant op de conjugatieklassen, namelijk 1 op C en 0
overal anders. Dus x¢ € Z(L(G)).

B spant Z(L(G)) op want f =3 cccyq) f(C)xe voor een f die constant
is op elke C.
Verder is B orthogonaal met betrekking tot het op L(G) gedefinieerde

inproduct: 1/|G]| deG xc(9)xp(g9) = dcp Ig}

Stelling (Eerste orthonogonaliteitsrelaties) Zij ¢, p irreducibele represen-

<X7X>_ -
3 P 0 7(/

Bewijs Omdat x, = xy als ¢ ~ 1, kunnen we ¢ z.v.v.a. unitair nemen
en van type G — U,(C), en p: G — U, (C).

Vervolgens:
<X<pa Xp | Z X<p Xp

geG

rel > Tr(e(g)) Tr(p(g))
geG

~ 5 Z X @ Y et
geG i=1 j=1

“3Y o S =3 lews)

i=1j=1 e i=1 j=1

Als ¢ o p dan is elke (py;, pj;) = 0 wegens Schur’s lemma.

Als ¢ ~ p dan volgt x, = X, dus kunnen we z.v.v.a. aannemen ¢ = p en
concluderen

{(Xes Xo) ZZ Piis Pjj) Z<¢ii7§0ii> =n/n=1

i=1 j=1 =1

Corrolarium Er zijn hoogstens | C1(G)| equivalentieklassen van irreducibele
representaties van G.

Bewijs We weten al dat er een eindig aantal equivalentieklassen zijn, zeg
met unitaire representanten ¢(*) voor k € [s].

Z(L(G)) bevat een orhonormale set van irreducibele karakters

{Xpm | 1<k < s}

15



Waarin {go(k)}lgkgs een unitair representantensysteem is voor de equiv-
alentieklassen van eindige representaties op G. Deze set is orthonormaal
wegens het voorgaande en bevat dus minder dan dim Z(L(G)) = | CI(G)|
elementen.

Notatie: als V' een vectorruimte is en ¢ een representatie, m > 0 geheel,
noteer dan
mV=Ve..aV mpep=pd..0p

Xm xXm

Als p~ D, m1p®) | waarin we eisen dat de p(®) paarsgewijs inequiva-
lent zijn, en M), .., p(®) een complete set van irreducibele representaties
is (dus een representantensysteem van de equivalentieklassen van irre-
ducibele representaties), dan noemen we my > de multipliciteit van o)
in p. Als my > 0 dan heet ) een irreducibel constituent van p.

Als p ~mieM @ ... @ mgpl®), dan degp = > 5, mydy,

Opmerking In H.3 hebben we bereikt dat zo’n ontbinding in irreducibele
representaties bestaat. Door het kiezen van geschikte equivalenties nl @
T @& (s —n — 1)1 kunnen we er ook voor zorgen dat deze p*) elk een eigen
equivalentieklasse van irreducibele representaties representeren, en unitair
zijn.

Het is nog niet bekend dat deze ontbinding uniek is, en daarmee weten we
nog niet of my een door enkel p uniek bepaald getal is.

Om te kunenn laten zien dat my uniek is, laten we zien hoe deze te bereke-

nen s gegeven p(¥) en p. Daarmee stellen we vast dat de decompositie van

p in irreducibele constituenten wel uniek moet zijn, op equivalenties van
(k)

p%) na.

Die uitspraak lijkt erg op het bestaan van een unieke priemontbinding in
een UFD, op units na.

Hiertoe bewijzen we eerst een lemma:

Lemma: 7ij p = ¢ ©® Y, dan x, = X + Xu-

Bewijs Neem op equivalentie na aan (z.v.v.a. want x,, is invariant onder
equivalentie van @) dat p: G = GLp1(C), p: G — GL,(C)en ¢ : G —
GL,,(C) en dus dat p een blokmatrix is:

Er volgt Tr(p(g)) = Tr(¢(g)) + Tr(¢(g)).

Stelling zij ), ..., p(*) een complete verzameling representanten van de
equivalentieklassen van irreducibele representaties van G en laat

p~mipM & @ mpl®
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Dan my, = <X@(k)7xp>.

Als gevolg is de decompositie van p in irreducibele constituenten uniek
modulo equivalentie van de constituenten met hun klasse en p is modulo
equivalentie te ontbinden middels haar karakter x,.

Bewijs Wegens het lemma

S
Xp = E Mg X k)
k=1

Bovendien zijn de X, een orthonormale set in Z(L(G)), dus

S
<X4p(k)Xp> = Zm1<X¢<k)X¢(k>> = my
k=1

Corrolarium Een representatie is irreducibel dan en slechts dan als
<Xpa Xp> =1

Bewijs Schrijf p ~= Y7 _, mup¥). Wegens orthonormaliteit (x,,x,) =
m?2 + ... + m2. p is irreducibel d.e.s.d.a. p indecomposable is, d.e.s.d.a.
my, = 1 voor precies één k en m; = 0 voor j # k. En dit gebeurt precies
wanneer my + ... +mg = 1.

Beschouw nogmaals de representaties ¢ en p @ v voor Ss3. ¢ stuurt een
permutatie naar zijn permutatiematrix P, en p ® v is gedefinieerd op de
generatoren als:

-1 -1

-1 -1 0
0 (P@Y)aazy=| 1 0
1 0 0

(p®Y)azy=| 0
0

_ o O

1
0
We kunnen nu eenvoudig aantonen dat p irreducibel is door X, te bekijken:

Xp((12)) =0, x,(id) = 2, x,((123)) = —1. Er zijn 3 verwisselingen en 2
3-cykels, daardoor

1
(Xps Xp) = 6(22 +3-024+2- (-1 =1

Dus p is irreducibel.

Wat zijn de irreducibele representaties van S3? Er zijn drie conjugatieklassen

in S3, namelijk Cl(id), C1((12)) = {(12), (13),(23)} en C1((123)) = {(123), (132)}.
Dit zien we in doordat id altijd een eigen klasse heeft, en de 2-cykels

en 3-cykels niet geconjugeerd kunnen zijn omdat ze verschillend teken
hebben, en conjugatie behoudt het teken. Z(L(G)) heef dus dimensie 3,

wat betekent dat we hooguit 3 irreducibele karakters kunnen vinden. In

het voorgaande vonden we al de triviale representatie 1 en p. voor de
laatste representatie merken we twee dingen op:
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1. Als er nog een irreducibele inequivalente representatie 1 is met graad
d, dan 1% 4 d? + 2% < |S3| = 6, dus d = 1. Dat betekent dat xy = ¥.

2. De tekenfunctie

1 o even
€:0
—1 o oneven

is een homomorfisme dat ook een klassenfunctie is (conjugatie be-
waart het teken).

Samen geeft dit dat ¢ = x, = € een representatie is, en we hebben ze
daarmee allemaal gevonden.

4.4

e We gaan nu een representatie bouwen die de gelijkheid > ;_, di = |G]
definitief vaststelt.

e Voor X een eindige verzameling kunnen we X tot C-basis van de volgende
synthetische vectorruimte maken:

(CX:{ZCQULE|C$€(C}

zeX

Waarbij we optelling en scalairvermenigvuldiging puntsgewijs definiéren:
C(ZweX Cwl‘) = erX CCy X, (Zzex axx)(zmex beC) = Zzex(ax + bx)z

Dit wordt een inproductruimte met X een orthonormale basis onder

(Z a,, Z byx) = Z Az,

reX reX reX

De reguliere representatie van een eindige groep G is L : G — GL(CQG)
door

LQ(Z cph) = Z chgh = Z Cg-15T

heG heG z€G

d.w.z. L, is gedefinieerd op de basis G van CG door Lsh = gh

Dit is duidelijk lineair, en verder Lynx = (gh)r = g(hx) = LgLpx voor
elke z € G, dus Ly, = LgLy op CG. Dus L is een homomorfisme en dus
een representatie.

e Propositie De reguliere representatie is unitair.

Bewijs Voor x,y € G:
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(Lo, Lgy) = {92, 9y) = d(gu).(gy) = Oz,

Waar de laatste gelijkheid volgt omdat linksvermenigvuldiging met g op
bijectief is G — G.

Propositie Het karakter van L:
_JIGI g=1
xc(g) = { 0 g41
Bewijs

Zij G ={g1,..-,9n}, als geordende basis voor CG, n = |G|. Dan

1 gi =gg;
L, =
[ g] I {O anders

_ )1 9=gg
0 anders
In het bijzonder [Lyli; = d4,1. Dus xr(g9) = Tr(Ly) = |Gldg.1

Nu gaan we L ontbinden in irreducibele termen. Zij {¢®}; <<, een com-
plete set van inequivalente unitaire representaties voor G, dj, = deg p(¥)

Stelling We hebben de decompositie

L~dieM @@ dyp®

Bewijs

mi = (Xk, XL)

Waarbij we in (1) de propositie x1.(g9) = d4,1|G| gebruiken, en vervolgens
Xp(1) = deg p.

We hadden al |G| > Y7 _, di. Dit kunnen we nu scherper maken.
Corrolarium We hebben |G| =", _, d3.
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Bewijs We hebben x7, = dyx1+...+dsxs wegens L ~ dyoM @ ... @ dpl),
en evalueren we dit karakter in 1 dan geeft dat

|G| =deg L = x1(1) = dix1(1) + ... + dsxs(1) = dF + ... + d?

Stelling De verzameling B = {\/dkgol(?) 1 <k<s,1<4,j<d}iseen
orthonormale basis voor L(G).

Bewijs Schur’s orthogonaliteitsrelaties gaven al dat B orthonormaal, dus
lineair onafhankelijk is. Omdat |B| =Y_;_, d; = |G| = dim(L(G)) wegens
de voorgaande stelling, volgt dat B ook L(G) opspant en dus een basis is.
Voor de lineaire deelruimte Z(L(G)) hebben we als basis juist x1, ..., Xs
Stelling {x; | 1 <1i < s} vormt een orthonormale basis voor Z(L(G)).

Bewijs We weten al dat elk karakter, dus i.h.b. elk irreducibel karakter,
een klassefunctie is. De eerste orthogonaliteitsrelaties, d.w.z. voor p en ¢
irreducibele representaties van G,

o xa) =4+ PP
o 0 pop

geven ons juist dat xi, ..., xs een orthonormale verzameling in Z(L(G))
vormen. We hoeven dus alleen te laten zien dat ze Z(L(G)) ook opspan-
nen. Zij f een klassefunctie. Vanwege precies de voorgaande stelling weten

we dat er c(k) zijn voor 1 < k <s,1<14,5 <dj, dat
(k) (k)
f= Z 1J)90§J
3,5,k
Omdat f een klassefunctie is:

f(x) |G|ng zg)

geG

(B H) (g
e G| SN e (97 xg)

g€Gi,j,k

= chf)|é| > el (g xg)

1,5,k geG

= Z |G\ ZSOUC) ) ()™ (g)

i,5,k geG

Tr (o)
_ Z ot k) (k) LJ _ Z CZ(;?) (% (:;))I

1,5,k .5,k

1
= Z d*Xk(x)
ik kK
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Dit laat zien dat f in de span van X1, ..., Xs zit, en dus dat xi, ..., xs een
orthonormale basis van Z(L(G)) vormen.

Corrolarium Als gevolg is | C1(G)| het aantal s van inquivalente repre-
sentaties op G.

Bewijs dim(Z(L(G))) = | CI(G)| omdat d¢c, C € Cl(G) een basis is van
Z(L(@)). Anderzijds is er ook de basis x1, ..., xs, dus s = | Cl(G)|

Corrolarium Een eindige groep G is abels dan en slechts dan als er |G|
inequivalente irreducibele representaties zijn.

Bewijs G is abels d.e.s.d.a | Cl(G)| = |G| (immers elke g € G heeft dan
hgh™ = g, dus Cl(g) = {g}), dus wegens s = Z(L(G)) = |Cl(G)| is G
abels d.e.s.d.a. s =|G].

Het karaktertabel X van een eindige groep G met irreducibele karakters
X1, -, Xs 18 een s X s matrix met s = | C1(G)| kolommen geindexeerd door
conjugatieklassen en s rijen geindexeerd door irreducibele karakters X;
Xi (CJ> is

Het blijkt dat de kolommen van deze tabellen orthogonaal zijn (niet per
se orthonormaal):

Stelling (Tweede orthogonaliteitsrelaties) Zij C,C" € C1(G)eng € C,h €
C’. Dan

s Gl/lc] ¢ ="
> Xil9)xi(h) =40
=t C#C

Dus X is een orthogonale, en dus inverteerbare matrix.

Bewijs Gebruik dat 6c =) ,_;{(xi,0c)Xi, want x; is een orthonormale
basis van Z(L(G)):

50(]1) = Z<Xi7 60>Xi(h)

Z Z Xi(z xi(h)
zGG
= Z Z Xi(z
:cEC

|G| Zchz

Dus

= sl _ s 1G]

21



5.1

Hoofdstuk 5 gaat over een algebraische structuur op L(G) die atkomstig is
van het convolutieproduct. De Fouriertransformatie zorgt ervoor dat we
deze kunnen analyseren met bekende ringstructuren. Belangrijk:

1. Wedderburn’s stelling voor groepsalgebra’s over de complexe getallen.

2. Het berekenen van eigenwaarden van de adjacencymatrix van de Cay-
leygraaf over een abelse groep.

Een functie f : Z — C heet periodiek met periode n € Zx¢ als f(z) =
f(z+n) voor alle z € Z

Er is een canonieke bijectie tussen periodieke functies op Z en functies

in L(Z,), namelijk f — f € L(Z,) door f(Z) = f(x), welgedefinieerd
vanwege periodiciteit.

We weten ook dat Z,, abels is, dus Z(L(Z,,)) = L(Z,) want klassefuncties
(links) hoeven slechts constant te zijn op singletons, en kunnen dus elke
functie Z,, — C zijn (rechts). Bovendien is bekend dat Z, abels is, dus
er zijn ook n irreducibele karakters xo, ..., xn—1 en men gaat na dat met
w = 2™/ de canonieke n-demachts eenheidswortel, we de irreducibele
representaties x(7) = ¢*) (77) = w*™ hebben, welke gelijk zijn aan hun
karakters omdat ze graad 1 hebben.

De irreducibele karakters vormen een basis voor Z(L(G)) = L(G), het
volgt dus dat

= o, Hxo+ -+ (Xn-1, Flxn1
Hierbij is

n—1
(Xk, f) = Y W™ f(m)
m=0

De Fouriertransformatie maakt van elke coefficient een functie.

Definitie (Fouriertransformatie) zij f : Z,, — C, en definieer de Fourier-
transformatie f : Z,, — C van f door

n—1
fm) = nlxm, f) = D e (k)
k=0

Omdat per definitie van f en de eerste formule volgt Znil 1 f (M)xm = f,

m=0 n
krijgen we dat we ook terug kunnen van f naar f,i.e. de Fouriertransform
is inverteerbaar.
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e Propositie (Fourier inversie) de Fouriertransformatie is inverteerbaar, en
er geldt

f= f(E)Xk

™

1%
n
De Fouriertransformatie is dus een lineaire afbeelding L(Z,,) — L(Zy,).

5.2
e Definitie (Convolutieproduct) Voor G eindig en a,b € L(G), definieer

axb:G — C door
ax*b(z) = Z a(zy~")b(y)

yeG
. . 1 z=h
e Figenschappen. Schrijf 0 : © — Dan
0 z#h

L. 6g % 0n(x) = ZyEG 5g(xy71)6h(y) = 6g(xh71) = 0gn()

2. ax(b+o)(z) =3 cqalry)b) +c(y) = X eqalzy™Hby) +
doyeG a(zy=Y)e(y) = ax b(z) + a * c(z) (distributiviteit).

3. ax01(2) =3 cq a(zy=1)d1(y) = a(x), dus a * §; = a.

De overige ring-eigenschappen van * gelden ook:

1. De identiteit is §;
2. *is associatief, zodat we kunnen schrijven axbxc en dit is welgedefinieerd.

3. x is distributief, zowel van links als rechts.

e Het blijkt dat het centrum van L(G) op deze manier precies uit de klasse-
functies Z(L(QG)) bestaat:

Propositie a* f = f*a voor alle f € C, d.e.s.d.a. a(zyz~') = a(y) voor
alle z,y € G.

Bewijs <= eenvoudigst:

axf(x) = alzg)f(g)

geaG

> alzg™ ") f(xga™")

geG

= Y alzg ) f(zgz™")

g~ lteqG

= 3" flah Valh) — frala)

heG
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= vereist natuurlijk dat we de relatie a * f = f * a toepassen op een

goede keuze voor f: Merk op dat a(zh) = a(hx) Va,h € G ook impliceert
dat a een klassefunctie is, want dat toepassen op h = x~ 'y geeft het
gevraagde (en dit geldt voor alle y want linksvermenigvuldiging in een
groep is een permutatie van de elementen).

a(zh) = a(z(h™)"Hé,-1 (A7)
= Z a(zg)dn-1(9) =axdp-1(z)
geG
= Op-1 *x a(x)
= Onr(zy ) xaly)
yeG
=[ht=2y! <= y=ha]a(hx)

En dit is voldoende.
De benodigde functie f blijkt dus é;,-: te zijn.

Hiermee is vastgesteld dat Z(L(G)) inderdaad het ringtheoretische cen-
trum van L(G) is.

De belangrijkste groepen in signaalverwerking en getaltheorie zijn meestal
abels.

Als G abels is, dan zijn er evenveel conjugatieklassen als elementen. Er
zijn dus ook evenveel dimensies van klassefuncties als de dimensie van de
groepsalgebra, i.e. Z(L(G)) = L(G). In het bijzonder, omdat Z(L(G))
het ringtheoretische centrum van L(G) bleek te zijn, volgt dat L(G) een
commutatieve ring is met het convolutieproduct.

We nemen n = |G| irreducibele karakters x1,...,xn : G = C, elk geasso-

cieerd met een van de elementen gy, ..., g, van G.

Definitie (Fourier transformatie) Zij f € L(G). Dan

f(gz) =nxi, f) = me(g)

geqG

De definitie van de Fourier transformatie hangt af van een (meestal niet-
canonieke) ordening g1, ..., g, van de elementen van G en xi, ..., X van
de irreducibele karakters van G. In paragraaf 5.1 was deze natuurlijk:

0,...,n—1 en yp : m = w?™  Dit vertaalt naar een term xj(m) =
e—27rikm/n
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In het bijzonder, voor y; een irreducibel karakter,
Xi(g:) = n{xix;) = ndi;

En verder is © lineair:

fi + Ma(95) = nlxi, fr + Mo) = nlxa, f1) + Mnlxi, fo) = (fi + Af2)(9:)

Stelling (Fourierinversie. Voor f € L(G) hebben we
I~
f= n Z flgi)xi
i=1

En dus is de fouriertransformatie * : L(G) — L(G) inverteerbaar.

Bewijs
F=Y af)xi= %Zn<Xif>Xi = %Zf(gi)Xi
i =1

Propositie T : L(G) — L(G) door Tf = f is in GL(L(QG)).
Bewijs
T is lineair, en injectief omdat we f kunnen verkrijgen uit f . Dit maakt

T bijectief omdat domein en codomein dezelfde dimensie hebben, dus T
is inverteerbaar.

We kunnen L(G) ook tot ring maken door puntsgewijze multiplicatie (f; -
f2)(@) = fi(z) - fo(x) in te voeren en dezelfde puntsgewijze additie te
behouden. In (L(G),x*) is de multiplicatieve identiteit §;, in (L(G),")
is dit de contante functie 1 : x — 1,G — C. We laten nu zien dat
T een isomorfisme is (L(G),*,+) — (L(G),-,+). Het is al een lineair
isomorfisme, dus het bewaart al + en is bijectief.

Daarom voldoende is om aan te tonen dat het het product bewaart:

T(axb)=Ta-Tb

Stelling De Fourier tranform voldoet aan

axb=a-b
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Bewijs
a % b(g;) = nxia * b)
|G\ Z Xi(z)(a*b)(z)

zeG

= xilz) ZyGG a(zy~")b(y)
zelG

= Z by Z chi;(z)a(zy™")
yeG zeG

[z=2y™! = = =2y

= b(y) > xilzy)a(2)
yeG z€G

Xi(zy) = w(“( y) = (z )w(“(y) = xi(2)x: (y)]

=) xiwb(y) Y xi(2)

yeG zeG
= &<gi)6(9i)
= b(g:)a(g:)
e Tenslotte een toepassing, door weer naar Z, te kijken en naar L(Z,),

ofwel de periodieke functies f : Z — C. Het convolutieproduct van twee
periodieke functies is

n—1

frglm)=">" f(m—k)g(k)

k=0
De Fouriertransformatie was (en is in de context van periodieke functies):

n—1

Fmy = 37 em2mmkin ()

k=0

Terwijl we ook weten uit fourierinversie dat

1 n—1
_ 2mimk/n ¢
= LS ki
k=0

En de multiplicatieformule geeft (immers f en g en fxg zijn te identificeren
met functies in L(G)) dat f*xg = f-§. Een praktische toepassing van
deze theorie is, dat het sneller is dan f - § te berekenen, dit vereist slechts
n
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4.5

We gaan weer terug naar abelse groepen, en bekijken hoe karakters van
een abelse groep te berekenen. Omdat elke eindige abelse groep G te
scrhijven is als direct product szl Zy' van cyclische groepen, en we al
de irreducibele karakters van Z, kennen, hoeven we alleen te weten hoe
de karakters van een direct product van abelse groepen te berekenen.

Stelling (Herhaling: ontbinding eindige abelse groepen) Een eindige abelse
groep G is te schrijven als (herhaald) direct product szl Zy' van cylische
groepen.

Bewijs Neem h € G ongelijk aan 1. Dan heeft g orde > 1. Als ord(h) =
|G| dan zijn we klaar, want dan is G cyclisch.

Anders is N := (h) C G een niet-triviale, propere ondergroep. Alle onder-
groepen van abelse groepen zijn normaal, en elke g € G valt in een unieke
coset G/N, dus is fh™ voor een unieke 0 < n < ord(h).

Er is dus een bijectie ¢ : G — (G/N) x N door g — (f,h"). Bovendien
is dit een homomorfisme omdat G//N een groep is: want p(fh"kh™) =
o(fk, hm) = (f,h")(k, k™) = @(fh")p(kh™).

We hebben dus isomorfie G = (G/N) x N. Omdat N niet-triviaal is,
|G/N| < |G| dus met een sterke inductiehypothese (de inductiebasis G =
{1} is triviaal cyclisch) volgt dat G/N een direct product van cyclische
groepen is. Het resultaat volgt omdat N cyclisch is.

De cruciale stap waarbij gebruikt wordt dat G abels is, is wanneer we
zeggen dat N een normaaldeler is, en daarmee ¢ een homomorfisme.

Propositie Zij G1, Gy eindige abelse groepen en xi, ..., Xm €0 ©1, ..., Pn
de irreducibele representaties van G, Gy respectievelijk (dus n = |Gy,
= |G2|) Dan a;; : G1 x Go = C* voor 1 <i<m, 1 <j <n door

@ij(91,92) = xi(91)pi(g2)

Zijn een complete set van irreducibele representaties van G1 x Gs.

Bewijs G x Gz is abels dus L(G1 x G2) = Z(L(G1 x G2)) en we hebben
dus precies mn irreducibele karakters. Het is dus voldoende om te bewi-
jzen dat oy; steeds een homomorfisme is en dat a;; # o als i # k of
j # 1, immers equivalentie van representaties wanneer de graad 1 is komt
wegens commutativiteit van C* neer op gelijkheid.

Voor homomorfie:

@ij(g1,92) a5 (91, 95) = Xi(91)9;(92)xi(91)9;(95)
=Xi(g )Xi(gi)%(gz) i(g )
= Xi(9191)9i(g295)

= ij(9191,9295)
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Gelijkheid laten we natuurlijk zien door als a;; = a1, deze in een geschikt
element te evalueren: bijvoorbeeld (1,¢) en (g, 1):

aij(]-vg) = Xz‘(l)@j(g) = SDj(g)
ari(1,9) = xx(Dyi(g9) = ¢i(g)

Dit impliceert ;(g) = ¢i(g) voor elke g € Go, dus j = [. Evenzo evalueren
in (g,1) geeft ¢ = k, dus ij = kl. Dit betekent dat alle a; verschillende
representaties/karakters zijn.

Ze zijn irreducibel omdat ze graad 1 zijn. Het zijn nm verschillende. We
hebben dus alle irreducibele karakters van G; x G2 gevonden.

8.1

e Als f: G — H een homomorfisme van groepen is en ¢ : H — GL(V) een
representatie, dan is p = ¢ o f een representatie van G op V.

Lemma Als f surjectief is en ¢ irreducibel is, dan is ¢ o f irreducibel.

Bewijs Laat W < V een G-invariante deelruimte zijn onder ¢ o f. Dan
voor elke g € G geldt (po f),W C W. Voor elke h € Hisereen g € G
zodat f(g) = h, dus voor elke h € H is o, W = (¢ o )W C Wi dus W
is een H-invariante deelruimte.

Elke propere G-invariante deelruimte van V onder g o f induceren dus een
propere H-invariante deelruimte van V' onder ¢, dus als H irreducibel is,
dan is ¢ o f dat ook.

e Lemma (6.2.6) Als G eindig is, dan kunnen alle graad 1 irreducibele repre-
sentaties worden verkregen door irreducibele representaties pG /Gy — C*
te nemen en ¢q : G — C* te bekijken, ¢ : G — G/Gy het canonieke
homomorfisme.

Bewijs Als p zo’n representatie is, dan is pg ook irreducibel want ¢ is
surjectief. Andersom, als p : G — C* irreducibel is, dan wegens Im p =
G/ ker p abels (de linkerzijde is nl. een ondergroep van C*. Dus G4, C
ker p. Dit maakt p constant op de restklassen G/G

Dit geeft wegens de eerste homomorfiestelling dat er een homomorfisme
?:G/Gap — C is met B(9Gap) = ¢(g) voor alle g € G, dus zodanig dat
pq = . Dit geeft de vereiste representatie van G/G gp.

Simpel gezegd induceert elke representatie p : G — C* een representatie
G/Gap — C* omdat C* abels is, dus p factoriseert via G/Gap

e Stel dat H nu geen quotientgroep, maar een ondergroep van G is, kunnen
we deze uitbreiden tot een representatie voor G?7 Dit kan middels de
methode van Frobenius.
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Omdat we al representaties van abelse groepen kunnen maken, kunnen we
dit bijvoorbeeld handig gebruiken op abelse deelgroepen.

e Het erste doel is om een karakter x, € L(H) van een representatie m op
H uit te breiden tot een klassefunctie y € L(G); later zullen we laten zien
dat deze bij een representatie p van G hoort.

Propositie Zij H < G. Dan is Res% : f — f|u, L(G) — L(H), lineair.

Bewsijs Vooral belangrijk is te laten zien dat als f : G — C een klassefunc-
tie is, dan Res$, fisdat op H: 2, h € H,dan z, h € G, dus (Res$, f)(hah™') =
f(hazh™') = f(z) = (Res$ f)(z). Tenslotte is voor elke z € H, (Res(f +
A9))(@) = (f + Ag)(w) = f(x) + Ag(x) = (Resf f)(x) + A(Resf; g) ().

e Definitie (Inductie) Voor f: H — C en H < G, definieer

. Jf(x) zeH
f_{O x¢ H

f > fis lineair L(H) — L(G). Hiermee definiéren we Ind$ : Z(L(H)) —
Z(L(G)), inductie, door:

IndG |H| Z f 7t gr)
zeG

Als x een karakter is, dan heet Ind% X het geinduceerde karakter op G.

e We moeten uiteraard nog bewijzen dat Ind% f € Z(L(G)) voor f €
Z(L(H)). En we willen graag laten zien dat Ind$ inderdaad lineair is.
Daarna laten we namelijk zien dat het de geadjungeerde van Resg is.

Propositie Laat Z < (G. Dan is de afbeelding
nd% Z(L(G)) — Z(L(G))

lineair.

Bewijs Om te laten zien dat Ind$ f een klassefunctie is voor f € Z(L(G)),
neem ¥, g € G en bekijk f(y~lgy):

fly™ gy) |H|Zf:c v~ gyx)

zeCG

Zf 'g2) _IndHf()

|H| zeG

Waar we z = yx nemen en gebruiken dat linksvermenigvuldiging y € Sg
een bijectie is.
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Vervolgens lineairiteit:

/—M
Ind$ (f1 + A fa)(g > h 4 Az gr)

|H| zeG

|H| Z file™ ga) + Mol ga)]
zeG

|H|Zf133 g) |H|Zf2$ g)
zeG zeG

We passen in elke term lineariteit toe van f — f

e Stelling (Frobenius Reciprociteit) Res$ : Z(L(G)) — Z(L(H)) en Ind; :
Z(L(H)) — Z(L(G)) zijn geadjungeerd:

(Res$; a,b) iy = (a,Ind§ b) ¢

Bewijs

1 — 1 .
= @ a g)ﬁ Z bz gx)
geG zeG
1 1 —_
= @j a(g)b(z 191)
zeG geG

de term b(z~1gz) is niet-0 <= zlgx € H <= g =xha ' met h € H.
Dus we kunnen herindexeren:

a1 2 2 W0 00) = (1 3 3 alahe

z€G geqG z€G heH

|é\|1| 2, 2 b

zeG heH

|G\ Z ResHa b)

geG
= (Res% a, b)
De tweede gelijkheid gebruikt dat a een klassefunctie is.

e De Frobenius reciprociteit zegt dat als y een irreducibel karakter voor H
is en £ een irreducibel karakter voor GG, dan is de multipliciteit van £ in
Indg even groot als die van y in Resg &.
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e Propositie Laat H < G en ty,...,t,, een representantensystem van de
linkercosets G/H = {gH C G : g € G}. Als f € Z(L(H)), dan:

m

Indf f(g) =Y f(t; " gt:)

i=1

Bewsijs G is de disjuncte vereniging t1H U ... Ut,,, H, en elke t;H is af te
tellen als {t;h}nen, daarom:

Ind f x~ gx
“m

- % SO F( e gt

1=1 he H

Bovendien als h € H, h™‘t;gt;h € H <= hh~'t; 'gt;hh=' =t; 'gt; € H,
daarom is de relatie f(t;gt;') = f(g) goed gevormd en waar, omdat f
juist een klassefunctie op H is. Alleen als tigt; ' ¢ H, is f(tigti_l) =0=
f(ht gt 'h=1), want alleen dan ook htigtjlh_l ¢ H. Al met al volgt dus
f(h t_lgt h) = f(ti_lgti) voor alle g € G, dus

|ZZf Y gth) = |H|Zth Lgty)

i=1 he H i=1 he H
m
=2_ftgt)
=1

QED.

8.2

o Als ¢ : G — GL(V) een representatie is, H < G, dan kunnen we ook de
restrictie Res$ ¢ : H — GL(V) = |y bekijken. Bovendien, voor h € H,

Xkesg (1) = Tr(Res p(h)) = Tr(io(h)) = X, (h) = Resfy x,o(h)

Dus hebben we gewoon dat Resg Xe = XRes§ o Dus restrictie Resg
beeldt een karakter X, af op een karakter x’, dat is handig om te weten.
We weten ook van welke representatie x’ het karakter is, namelijk precies
van ¢|g.

We gaan laten zien dat Indg ook karakters naar karakters stuurt, maar

. . . aQ

de constructie van de onderliggende representatie ¢’ van xo = Indg x,
is weer wat ingewikkelder.
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e We kunnen bijvoorbeeld laten zien dat inductie op de triviale represen-
tatie/karakter x; van de triviale ondergroep {1} < G de reguliere repre-
sentatie geeft.

Ind{}y x1(g) = Z X1(z " gz)
geG

Nuz~'gz € {1} « g=1. Dus

IG] g=1

nd$ =
1 {1}X1(9) {0 g#1

Dit is het karakter van de reguliere representatie G — CG, g — (3 ¢ Ca® —
cg-1,2) van G.

o (Permutatierepresentatie, zie H.7)

Voor een verzameling X waar G een actie o0 : G — Sx op heeft, is er de
representatie 6 : G — CX door

&g(z Ca) = Z Cz0g(T) = Z Cog_1yY

reX reX yeX

Dit heet de permutatierepresentatie, welke de basiselementen van CX per-
muteert door de werking o, uit te voeren. De reguliere representatie is
simpelweg de permutatierepresentatie waarbij we X = G nemen en de
actie G — S¢g van linksvermenigvuldiging. Dit kunnen we ook zien als
een actie op de cosets G/{1} en dit is te generaliseren naar arbitraire
ondergroepen door te kijken naar de werking van G op G/H.

De permutatierepresentatie generaliseert in die zin dus de reguliere rep-
resentatie L. Evenzeer is hij unitair op CX, weer omdat hij de basisele-
menten simpelweg permuteert. We kunnen nagaan dat de permutatierep-
resentatie het volgende karakter heeft:

Xz (9) = | Fix(g)|

Aangezien de diagonaalelementen van de matrix van o(g) ten opzichte van
een willekeurig geordende basis van X = {x1, ..., 2, } gegeven zijn als

. )1 o(x) =z <= x; € Fix(g)
[7(9))is = {O anders

Sommeren de diagonaalelementen precies op tot | Fix(g)|.
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e Neem H < G en bekijk de actie 0 : G — Sg/u door oy(zH) = gzH.
Hiervan maken we dus representatie op C[G//H] door 64(xH) = gxH op de
basiselementen, de permutatierepresentatie geinduceerd door linkswerking
op de cosets. Het karakter werd gegeven door xs(g) = | Fix(g)|
Anderzijds kunnen we het triviale karakter 1 = x; : H — C* bekijken.
Dan

1 (1 ga) 1 o7 'gze H
xTgr) =
X g 0 2 'gr¢ H

Dit betekent dat |H| - Ind$ x1(g) = > wec X1(z7gx) precies het aantal

x € G telt met x7 gz € H

Aangezien zH € Fix(g) <= grH = vH <= z lgx € H en per

xH € G/H zijn er |H| 2/ € G die 2’ H = xH hebben, telt deze som ook

wel de cosets ©H € Fix(g), maar elke klasse xH € Fix(g) wordt hierbij
|H| keer dubbel geteld omdat zH wordt geteld voor elke 2/ € G met

’H =xH.

Dat betekent |H|Ind% x1(g) = |H|| Fix(g)|, dus Ind$ x1(g) = | Fix(g)| =

X5 (9)- Indg is dus precies het karakter van de permutatierepresentatie.

e Tot nu toe alleen nog maar voorbeelden die motiveren dat Ind$ karakters
naar karakters zendt.

We gaan nu een algemene constructie geven van dit geinduceerde karakter.

e (Dot-notatie, geinduceerde representatie)

Voor G eindige groep, ¢ : H — GL4(C) een representatic op H, H < G
met m = [G : H] en ti,...,t, een representantensysteem voor de linker-
cosets G/H, i.e. t1HU ..Ut H = G als disjuncte vereniging. Z.v.v.a.
t = 1.

De dot-notatie wordt nu voor representaties geintroduceerd:

R 7 re H
70 w¢H

Hier is 0 : C* — C? de d x d nulmatrix. Het is duidelijk dat deze dot geen
representatie op G geeft want 0 ¢ GL4(C).

Schrijf nu % voor wat we Indg p, de geinduceerde representatie gaan
noemen. Voor elke g € G is gp? een md X md matrix van m x m blokken
van d x d matrices, waarbij we de m? blokken indexeren met 1 < i,5 < m

Deze matrix is gedefinieerd door [¢§];; = Py=14,, Oftewel

Pirtgty  Perlgts e Pty gtm

a (pt;1gtl (Ptglgtg wtglgtm
9y = ) ) ,

Lpt;l,lgtm

Pimtgts e Pitgtmo1  Ptmlgtm
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e Stelling (De geinduceerde representatie) Zij H een ondergroep van G
van index m en zij ¢ : H — GLy(C) een representatiec van H. Dan is
Ind$ ¢ : G = GLyma(C) een representatie en XInd§ ¢ = Ind$ Xe- In het

bijzonder beeldt Ind$ : Z(L(H)) — Z(L(G)) karakters op karakters af.
Bewijs We herintroduceren de notatie van het vorige punt niet.

Ten eerste: ¢ is een representatie. Want, als z,y € G, dan

m
EAEATED ) o A Zsot Lt Po iy, (1)
k=1

Merk op dat voor de termen rechts in 1 geldt:

Sbt;lmtkﬂbt;lytj #0 — "btjlxtk #0A Sbt;lytj #£0 (2)
= t;'yt; € HAt ot € H (3)
= yt;H =t Na” 't H = t,.H (4)

Er is hoogstens één zo'n t; omdat ti,...,t,, een representantensysteem
vormt. We onderscheiden dus twee gevallen: ofwel er is (precies één) t,
of er is er geen voor deze x,y en t;,t;.

— ti bestaat: Alleen voor die k, als die bestaat, is <,bti_1wtk¢t;1ytj

en aangezien dan ook geldt ¢; 'wyt;

= - —1
@ti zyt;

P o, Petyt; = Piotaytye
(t; 'wty)(t; 'yt;) € H (H is een ondergroep), is Petayt
We hebben dus:

J

G G . .
[ez Py lij = P tat, Pt Lyt
= Petat, Pr Lty
= P tayt
= ('bt;lxyt]
e
= [(pxy]ij
— 11 bestaat niet: Dan is is de som rechts in (1) gelijk aan 0. Er kan
dan ook niet kan gelden t;lxytj € H, anders zou immers yt; H =
x7;H en dat is voor een geschikte keuze van ¢ in het (complete!)

representantensysteem ¢y, gelijk aan ¢, H.
Er geldt dat ¢,-1,,, =0, dus

[@f%(j]w‘ =0
= ¢t;1zyt7
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In beide gevallen zien we dat [pS¢S]i; = [¢S]i;, dus inderdaad geldt
gofgoyG = cpfy als md x md-matrices, voor willekeurige z,y € GG. Hiermee
is & een homomorfisme.

Tenslotte geldt wegens de propositie f%(g) = >1", fC(t; gt;) voor f €
Z(L(H)), dus dit toepassen op f = x, geeft:

Oftewel Indg X¢ = XmdH o- In het bijzonder hoort er een representatie

bij Indg Xy, en dat betekent dat als we een p representatie van G vinden
die x, = Indg X, heeft, dan is p ~ ¢ want schrijf

S S
Xo =) MiXi Xe =) MiXi
=1 1=1

Dan wegens X1, -.., Xs een orthonormale basis van Z(L(G)) volgt dat m; =
n; voor 1 < ¢ < s dus ontbinden x en p als dezelfde directe som van
irreducibele representaties.

8.3

e Zoals we zagen in Ind{Gl} x1 = L, is er geen garantie dat een inductie
van een irreducibele representatie weer irreducibel is. We weten dat het
criterium voor irreducibiliteit van een representatie p is dat (x,, x,) = 1.
In het geval van p = ¢ kunnen we irreducibiliteit dus controleren door
te kijken naar

<Indg X Indg Xop) = <Resg Indg X Xo)
We willen dus graag weten wat Resg Indg doet.

e Definitie Twee representaties ¢ en p heten disjunct als ze geen gemeen-
schappelijke irreducibele constituenten hebben.
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Eigenschap Schrijf ¢ = @;_, mie?, p = @;_, mip®. Disjunctie
betekent dus m; # 0 = mn; = 0, en hieraan is voldaan d.e.s.d.a.
(Xo = Xp) = Doty nym; = 0, een soort complementaire slackheid.

Definitie (Dubbele coset) H, K < G, definieer ¢ : H x K — G door
O(h,k)(9) = hgk™'. De baan van g onder H x K is de verzameling

HgK ={hgk:he H, ke K}

Deze heet de dubbele coset van g. De partitie van alle dubbele cosets wordt
geschreven als H\G/K.

Als H een normale ondergroep is van G, dan H\G/H = G/H want voor
elke h € H ligt g~thg € H voor elke g € G, dus hg = gh’ voor een h’ € H,
ih.b. is Hg = gH voor g € G, dus HgH = gHH = gH voor g € G.

Stelling (Mackey) Laat H, K < G en S een representantensysteem voor
H\G/K. Dan voor f € Z(L(K)),

Res§ Ind§ f = > Indfi g, 1 Resifon e, 1 f°
ses
Waar f* € Z(L(sKs™1')) gegeven is door f*(x) = f(s~lzs).

Bewijs Merk als eerste op dat sKs~! inderdaad een groep is en dat de
doorsnede van groepen H N sKs~! wederom een groep is. Bovendien is

Res? nd$ f € Z(L(H)) en Ind? o1 Resis . € Z(L(H)).
We hebben als enige gereedschap dat voor klassefuncties f € Z(L(K))
geldt
md§ f(h) = 3 4 ht)
teT

Waar T een representantensysteem voor G/K is. We moeten dus een
representantensysteem construeren voor G/K dat ook een mooi represen-
tantensysteem voor H/(H N sKs~') oplevert voor elke s € S.

Kies dus voor elke s € S een complete set representanten Vy voor H/(H N
sKs™1), dan is H = Uyey,v(H N sKs™!) als disjuncte vereniging.

HsK = HsKs 'sKs 's

= U v(HNsKs ')sKs 's
veVs

@ U v(HNsKs 1)sKs s

veVy

= UvsK

veVy
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Toelichting: H N sKs™! C sKs™!, dus voegt de verzameling H N sKs~*
geen extra elementen toe en daarom is gelijkheid (1) geldig. In de laatste
gelijkheid halen we het kunststuk s~'s weer weg.

Deze vereniging is disjunct, want als vsK = v'sK dan s v~ 1v's =€ K,
dus v~ € sKs~!'. Tevens v,v’ € H want het zijn representanten van
restklassen van (H N sKs™!) in H. Daarom v = v’ want v='' € HN
sKs1.

Zijdus Ts = {vs: v € Vi} en T = UgegTs. Deze vereniging is weer disjunct
want als vs = v's’ voor een v € Vi, v/ € Vi, dan HsK N Hs'K D vsK =
v's' K wegens de voorgaande display, en omdat H\G/K een partitie is
geldt HsK = Hs'K dus s = s’ omdat S een representantensysteem van
H\G/K is. Maar dan volgt uit vs = v's gewoon v = v’.

Samen geeft dit

G=JHsKk =] (Jvsk =] |JtKk=|JtK

ses seSveVs SEStET, teT

met alle verenigingen disjunct.

Dus volgt nu dat T" ook wel een complete set van representanten voor G/K
moet zijn.

Tenslotte:

Ind§ f(h) =) f(t~'ht)

teT

= D fth)
seSteT,

= Z Z f(s_lv_lhvs)
seSveVy

Nu zijn de niet-0 termen in deze som eigenlijk alleen die waarin s~ thus €
K, dus waarin v=*hv € sKs~!, en voor die termen is f(s~lv"thvs) =
f(s7tv~thus) = f5(v"'hv).

Dus dit is:

:Z Z fE(v ho)

seSveV,,v-thvesKs—1

En aangezien V, € H, v™*hv € H en dus gebeurt deze sommatie in
principe alleen over termen v~ 'hv in H, dus we kunnen werken met de
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restrictie:

_ sKs™1! s(,,—1
=2 > Resifi st (0™ hv)
seSveV,,v-1hveHNsKs—1

_ H sKs™1t s/, —1
= E Indjrn.xs-1 Restmsgs—1 [ (v ho)
sES

Dat laatste weer omdat V; een compleet representantensysteem van H/(HN
sKs™1) is.

Stelling (Mackey’s Irreducibiliteitscriterium) Zij H < G en ¢ : H —
GL4(C) een representatie. Dan is Indfl irreducibel alleen als

(i) ¢ irreducibel is, en

—1

(i) Rest . me-1 ¢ en Resis -1 ¢° zijn disjunct, voor alle s € S# waar
S# een representantensysteem voor de restklassen in G/H zonder H
is (voor s € H hoeven we het niet te controleren).

Hier definiéren we *(x) = ¢(s~'xs) voor alle x € sHs™1. * is daarmee
een representatie op sHs™ ! < G.

Bewijs 7ij x het karakter van ¢ en S een representantensysteem voor
H\G/H. Neen z.v.v.a. aan dat 1 € S.

Dan voor s = 1is HNsHs™ ! = H, en ¢° € Z(L(sKs™!)) en is gewoon
©® = . Zij S#* = S\{1}. Dan geeft Mackey’s stelling dat

-1
Resfl Indg X=X + Z IndgﬁsHs_l ReS;II—{WSSHs*l XS
SESH#

. . H sHs™! s _ H H. _
waarin we dus gebruiken Indg, -1 Resgnsgs—1 X° = Indg Resy x = x
voor s = 1.

Daarna geeft Frobenius reciprociteit:

(Ind§ x,Ind§; x) = (Res Indf x, x)

-1
- <X7X> + Z <IndgﬂsHs*1 Res?{?‘]SSHs—l Xsa X>
SES#

-1
= <X7 X> + Z <ReS§-IP£TSsHs—1 st ResgﬂsHs—l X>
SESH#

Indg ¢ heeft karakter Inde X. Dit is een irreducibel karakter, d.e.s.d.a.
(Ind% x,Ind% x) = 1, en aangezien al geldt (x,x) > 1, is dit alleen als

(x,x) =1 (<= xisirreducibel, (i)) en (Resiﬁ{i};sfl X%, Rest o a1 X) =
0 voor alle s € S# (< (ii))

38



e Corrolarium (Toepassing op normale ondergroepen) Als H < G, dan
voor m = [G : H]|, ¢ : H — GL4(C) een representatie, is ¢ : G —
GL,,4(C) zoals boven gedefinieerd, irreducibel d.e.s.d.a

(i) ¢ irreducibel is;
(ii) Voor een representantensysteem S van G/H geldt dat voor S# =
S\H, ¢ en ¢* : H— GL4(C) disjunct zijn.
Bewijs Omdat H normaal is, is HNsHs ' = sHs™ ' = H voorelke s € S.

©® : H = GLy4(C) dus, en daarom Rest . 1 ¢ = ¢, Resiﬁfs}{lsfl p° =
. Dus punt (ii) uit Mackey’s criterium reduceert tot criterium (ii) boven.
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