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Een algebra <7 op een verzameling X is een &/ C Z(X) met

- e
—Al,AQGJZf — AiUAy e o
—Aedg Ae o.

Een o-algebra </ op een verzameling X is een &/ C Z(X) met

- Deo

—{Aptnen C & = UpA, €

- Aed Ae .
(1.1.2) Als .7 C P(X) een verzameling o-algebra’s op X is, dan is N.%
een o-algebra op X.

Bewigs:

¥ Vo € ., 0 € o want & is o-algebra. Dus () € Nyew .
Yo AlsAeng,danVe € ., Ae of, dusVy € ., A° € o want  is
een g-algebra. Dus A° € Nyecy. Dus AenNyY = A°ens.

Y3 Als {An}, NS dan {4}, C & Vo € .S, dus Up A, € o Vol €
&, dus Up A, € NS, dus .7 is gesloten onder aftelbare vereniging.

N voldoet dus aan de axioma’s van de o-algebra.

(1.1.3) Als # C Z(X), dan is er een ”kleinste” o-algebra op X die .#
bevat, o(#), in de zin dat als & een c-algebra is met ¥ C &, dan
o(¢)C .

Bewigs:

Zij & ={o C P(X)| o o-algebra, € C o/}. Wegens 1.1.2 is N.¥ een

o-algebra op X. Als & een c-algebra op X is die € bevat, dan & € .7,
dusNY C .



e De Borel-o-algebra #(R?) is 0(¥) waarbij ¢ de standaardtopologie op R?
is.

e (1.1.4) B(R) wordt voortgebracht door

— %, alle gesloten deelverzamelingen van R.
— alle intervalllen van de vorm (—oo,b], b € R.

— alle intervallen van de vorm (a, b], a < b.
e (1.1.5) Z(R%) wordt voortgebracht door

— .7, alle gesloten deelverzamelingen van R<.
— alle halfruimten van de vorm{z € R? | e’z < b}.

— alle rechthoeken van de vorm [, [a;, b;]
e Voor ¢ C Z(X):

- Cs={N, A, |VneN: A, € ¢}
— b ={U22,A, |¥neN: A, €F}.

e (1.1.6) In R¥ is elke C € .F een %5 en elke U € ¢ is een F,. Dit geldt
overigens voor elke 2"¢ aftelbare Ty-ruimte.

L4 Cgo’o = Cgaa %66 = Cgé_
e (1.1.7) Als & een algebra op X is, dan is &7 een o-algebra als:

— voor alle {A,}, C & met Vn: A, C Apt1, Un4, € &, of
— voor alle {A,}, C & met Vn: A, D Apt1, N4, € &, of
— voor alle {4}, C o met Vn £m: A, N Ay =0, U, A, € .

1.2

e Voor (X, .o7) een meetbare ruimte heet p : &/ — [0, 00]

— een eindige additivieve maat als voor elke Aj, As € & disjunct,
(A1 U Ag) = pu(Ar) 4 pu(Asz), en p(0) = 0.

— een (o-additieve) maat als voor elke aftelbare paarsgewijs disjuncte
collectie {An}n C & geldt pu(U,A,) =3, u(An), en u(0) = 0.

(X, <, 1) heet een maatruimte.
e Een maat p heet:

— eindig als p(X) < co. Dat betekent dat p begrensd is op .
— o-eindig als X = UpenX,, met Vn : pu(X,) < oc.

o (122)VA, B e o :



— B C A, dan p(B) < p(A).

— B C A, p(A) < oo, dan u(A\B) = pu(A) — pu(B).
o (1.24) V{A,}n C & n(UnAy) <30, 1(An).
e (1.2.5) Als p een maat is, dan:

— voor {A,}, C & stijgend, geldt u(U,A,) = lim,, u(A,).

— voor {4, }, C & dalend met IN € N: u(An) < oo, geldt lim,, u(4,) =
0.

e (1.2.6) Als p een eindig additieve maat is, dan is yu een maat als:
— voor {4, }, C & stijgend, geldt u(U,A,) = lim, u(4,), of als
— voor {A,}, C & dalend met N, A, =0, lim, u(A,) = 0.
Bewijs:
Voor {A,}, C & disjunct, definieer:

— B, = Upn<nAn, danis {B,,} stijgend en U, B,, = U, A,,, dus u(U, 4,) =
#(UnBr) = limy, p1(By,) = limy, ngn 1(Am) =32, 1(An).

— B, = UpnsnAy. Dan Ay U ..U A, U B, = U,A,, dus eindige ad-
ditiviteit geeft: Vn : u(Bn) + Y.<, #(An) = p(UpA,). Verder is
{B,}n dalend en N, B, = 0, dus nemen we de limiet n — oo dan
staat er 0+ Y f(Ap) = p(UnAy).

1.3
o u*: P(X)— [0,00] heet een buitenmaat op X als

- wr(0)=0.
— AC B, p*(A) < (D).
—{An}n C 2(X) 1 p"(Undn) < 32, 1 (An)
e Voor R =[] (ai, b;) een open rechthoek, vol(R) = [T\, [b; — al.

e De Lebesgue buitenmaat \* op R? is:

A (A) = inf{z vol(Qy) | {@n}n aftelbare cover van A in open kubussen}

e (1.3.4) A\* op R? is een buitenmaat en \*(R) = vol(R) voor elke rechthoek
R CR%

e B C X heet p*-meetbaar als VF C X : u(F) = p*(FNB)+p*(F\B). De
p*-meetbare verzamelingen noteren we .4 .



e (1.3.5) Als p* een buitenmaat op X is, dan u(B) = 0 of u(B°) = 0
impliceert B € A -

e (1.3.6)
— M~ is een o-algebra op X.
— Als p de restrictie van p* tot .4« is, dan is p een maat.
Bewigs:
Ten eerste is .# ,~ een algebra:
a; p*(0)=0,dus 0 € A -
as Als Ae M+, dan VO C X : p*(CNA) +p*(CNC°) = p*(C) dus
VO C X : p*(CN(A%)) + p*(C N (A°)°) = u*(C), dus A® € A -
ag Als Ay, Ay € v, dan VC C X : p*(CNAS) + p*(CNA;) = p*(0),
i=1,2, dus

(Cﬂ(AlLJAQ)) * Cﬁ(AlUAQ)QA1)+,LL*(CQ(A1UA2)ﬂAl1:)
* CﬂAl)—FM(CﬂATﬂAg) —

w(
w(
p(CN AL+ p(Cn AT
w(
w(

w(C)

(CNA) 4 p(CNAfN Ag) + p™(C N AT N AS)
(CN(ALUA) +p"(CN (AL U A)9)

Dus Ay U Ay € A .
Tenslotte tonen we aan dat .#,~ gesloten is onder disjuncte vereniging.
Zij {Bpn}n C M+ paarsgewijs disjunct en C' C X.
1 (C N (N1 Br)) = p*(C N (N5 Br) N Brya) + 07 (C N (Np—y B,) N By )
= 1*(C'N Buta) +p*(C N (M BY))

Dus volgt met inductie naar n dat p*(C) = >0, p*(C N B;) + p*(CN
(NP_, Bf)), want

IB p*(C) = p*(CNB1) + p*(CNBY)

IS

§(€) = 3 (C N B+ (C N (= BY)

=Y W (CNB) 4w (€N Bya) + " (C 0 (N BY))

—Zu (CNB)+p*(CN (N BY))

i=1



Omdat p* (N2, BY) < p* (NP, Bf) voor elke n, hebben we voor elke n dat:

n

pH(C) =Y p (CN B+ p (CN(NZ,Bi))

i=1
Dus de limiet n — oo geeft:

p(C) 2 Y W (CNBi) +p(CN(UEB:))

i=1
> pH(CN(UEB) + p7(C N (U Bi)°)
De ongelijkheid p*(C) < p*(C N (UnBy)) + p*(C N (UpBy)°) volgt uit
subadditiviteit, dus er volgt gelijkheid:

1 (C) = p*(CN(UnBn))+1* (CN(UnBn)®) = Y ¥ (Bn)+4* (CN (N, BY))

De eerste gelijkheid, voor willekeurige C' C X, laat zien U, B,, € & -
voor {By} C M+ een willekeurige disjuncte rij. .# - is daarnaast reeds
een algebra, dus samen maakt dit een o-algebra.

Vervolgens laten we zien dat p* een maat is op .4 ,-. Dat p*(0) = 0
is wegens de definitie van de buitenmaat. Met het voorgaande argument
zagen we dat er gelijkheid gold in

W(C) =Y i (CN B+ (CN(UEB),
=1

Wanneer {B),}, een disjuncte rij in .#,+ is. Nemen we C' = U, B,,, dan
zien we dat geldt

pH(UiB) = > ((UiBi) N By) + p*((UiBi) N (U; B;)°)
n
=D W (Ba) +p7(0)
n
= ZM* (Bn)
Dus p* is o-additief op A «. Dus (X, # -, 1n*) is een maatruimte.

(1.3.8) B(RY) C M -

(1.3.9) Als p een eindige maat op (R, Z(R)) is, dan F(t) = pu((—o0,t]) is
rechts-continu, lim;_, o, F(t) < 0o en lim;_, o, F'(t) = 0.

(1.3.10) Als F : R — R rechts-continu is met lim;,o F(f) < oo en
lim;, o F(t) = 0, dan is er een unieke maat p op (R, B(R)) met V¢ €
R: p((Co0,t]) = F(1)



1.4

(1.4.1) De Lebesgue-maat is regulier:

- MA)=if{\C)|CeF, ACC}.
— MA) =sup{\U) |U ¥, UcCA}

(1.4.2) Voor R? is elke U € ¢ een aftelbare vereniging van kubussen van
de vorm []¢_, [ja27%, (jn + 1)27%)

e (1.4.3) De lebesgue maat is de enige maat u op (R% 2(R?)) zodat voor
elke d-dimensionale rechthoek R, vol(R) = p(R) geldt.

o VA C R Vo € R : \*(A+ ) = \*(A). A heet translatie-invariant (Op
algemene topologische groepen heet dit: Haar)
Bewigs:
Aangezien vol(Q + z) = r? = vol(Q) geldt voor @ een kubus met zijde-
lengte 7, @ C R%, volgt dat er een kubus-overdekking {Q;}; met volume

v =737 vol(Q;) van A C R? bestaat, <= er ee kubus-overdekking met
volume v, namelijk {Q; + z};, van A + z bestaat. Er volgt dus dat:

{Z vol(@y) | {@n}n w-kubusoverdekking van A} =

{Z vol(@r) | {@n}n w-kubusoverdekking van A + x}

En A*(A) is het inf van links, A*(A 4 z) is het inf van rechts.

e (1.4.5) Als p een niet—0-maat op (R%, Z(R?)) is die eindig is op de be-
grensde Borelverzamelingen en tranlatie-invariant, dan g = ¢\ voor een
ceR.

e (1.4.6) De Cantor-verzameling C = {3 ;= ;37" | a; € {0,2}} is compact,
heeft cardinaliteit 2¢ en A(C) = 0.

e (1.4.7) De Vitali-verzameling:

— Bekijk de quotientgroep R*/Q™, en zij E C (0,1) een representan-
tensysteem voor de klassen.

— Zij {ra}n = QN (=1,1)
— Z{jE,=FE+4+r,enV =U,E,.

Als V € M ~, dan volgt een tegenspraak, namelijk:

—(0,1) CV C(~1,2),dus 1 < \*(V) < 3.
— Voor \: c-additiviteit, dus A(V) =Y, ME,) =Y, AM(E) € {0, 00}.



1.5

u heet compleet als A € o/, u(A) =0, B C A impliceert B € o/
B C Amet A€ o, u(A) =0 heet p-verwaarloosbaar/p-null.

Als p* een buitenmaat is en .#,« de p*-meetbare verzamelingen, dan is
p = p*|.#,. compleet op p* (want u(B) = 0 of u(B¢) = 0 impliceert
Be A,-).

Voor (X, o/, i) een maatruimte, is de vervollediging <7,,:
d,={ACX|3IF,Ec« :ECF,u(F\E)=0}

Niet: p(F) = p(E), dat is te zwak: bijvoorbeeld A([0,00)) = A(R) = o0
maar (—o0,0) is niet A-null.

&7, is een o-algebra. Echter als ;1 en v maten op 4/ zijn, dan hoeven &7,
en 7, niet gelijk te zijn.

De vervollediging van p is fi : <7, — [0, 00) door 1i(A) := u(E) = p(F).
(1.5.1) Tt is een maat op &7, met [i| s = p.
Voor (X, &, 1) een maatruimte, definieer

— p*(A)=inf{u(F)|ACF,Fec}
— px(A) =sup{u(E) | EC A E € &/}

(1.5.4) p* is een buitenmaat op X.

(1.5.5) Voor p een maat op ((X,<), als p*(A) < oo, dan p*(A) =
pi(A) <= A€ o/, In het bijzonder:

— (A) = inf{u(F) | AC F,F € o}
~ 7i(A) = sup{u(E) | EC A,E € o/}

Voor (X,%¥) een topologische ruimte en #(X) de Borel-c-algebra o(¥)
heet een maat p op (X, B(9)) regulier als

— u(K) < oo voor K C X compact.
— p(A) =inf{uwU) | ACU,U € 4}, voor elke A € &
— w(U) =sup{p(K) | K C U, K compact}, voor elke open U € ¥:

(1.5.6) Voor p eindig op (R?, 2(R?)), dan is u regulier, en bovendien

u(A) =sup{u(K) | K C A, K compact}

(1.5.7) (lemma) Voor p eindig op (R%, Z(R%)), geldt

u(A) = sup{u(C) | C € A,C € 7}



1.6

e 92 C P(X) heet een Dynkin-klasse of d-systeem op X als:
- Xeg.

- ABe9 ACB = B\A€ 9.
- {A.}n C 2 stijgend = U, A4, € 2.

Het derde axioma kan verwisseld worden voor:
— {A,}n C 2 paarsgewijs disjunct = U, A, € 2.

o Als ¥ C Z(X) een verzameling d-systemen op X is, dan is N.% een
d-systeem op X. Voor ¢ C #(X) is er dus een kleinste d-systeem dan €
bevat, d(%).

e Een 7m-systeem & op X is ¥ C £(X).
— A, A e P — A1NAye P
e (1.6.1) Als € C #(X) een m-systeem is, dan o(€) = d(%).
e Als p, v eindige maten zijn op (X, &) met u(X) = v(X), danis {A € & |
w(A) =v(A)} een d-systeem.

e (1.6.3) Als u, v eindige maten op (X, o) zijn met uly = v|y, € een n-
systeem dat &7 genereert, dan p = v.

o (1.6.4) Als pu, v o-eindige maten op (X, &) zijn met ul¢ = v|y, € een n-
systeem dat < genereert, en C), T X met {C,},, C o7 en Vn : p(C),) < o0,
dan p =v.

2.1

e (2.1.1) T.F.AE. voor een (X,) een meetbare ruimte en A € &/ en
f:X = [—o0,00]:
—-VteR:{ze€A: f(z

(x)<t}ed
- VteR:{ze€A: f(z

(

(

<tled
>t e o
>tted

- VteR:{ze€A: f(z
- VteR:{zecA: f(z

P N

(2.1.9)
-VCeZ:fY0)e o
— YU eG: f~HU) e o
—-VBe BR): fY(B)e o



Als één (of equivalent alle) voorwaarde(n) geldt(en), dan heet f meetbaar
(X, o) — R of preciezer, meetbaar (X, /) — (R, Z(R)).

(2.1.2) Monotone functies R — R zijn meetbaar, continue functies R? — R
zijn meetbaar. Lh.a. als f continu (X,¥9) — Risdanis f Z(X)-meetbaar.

Als g, f : X — [—00, 0] &/-meetbaar zijn, dan
- QL) {f<gh {f<gp{f=9tes

— (2.1.5) sup,, fn,inf, fn, limsup,, f,,liminf, f, zijn &/-meetbaar, waar
{fn}n een aftelbare rij van o/-meetbare functies.

— (2.1.5) lim,, f,, met domein {limsup,, f, = liminf, f,} is /-measurable.

- (217 f+g9,f—g,af, fg,% zijn o7/-meetbaar waar 5 domein {g #
0} C X heeft.

f: X — [—o0,00] is simple if its range is finite. A simple function is

measurable <— f = Zf\;l aixa, for A, ..., Ay a finite partition of X

into «7-measurable sets.

Every z € [0,1] admits a ternary expansion = = Y .o gk, a; € {0,1,2}.
oo 2 1

Such an expansion is not unique: » 7° =& = .

The Cantor set is N$2,C;, where Cy = 1 and C; is obtained from C;_;
by deleting the middle third open interval from each consecutive interval
of C;_1. C,, consists of 2™ closed intervals of length 37". Alternatively,
C={>2,% |a; €{0,2},Vi}. The Cantor set here inherits the subspace
topology from the Euclidean topology on [0, 1].

(Properties of the Cantor set)

— (C'is compact.
— C does not contain any open interval (a,b) with a < b.

— C° =1, C is nowhere dense, and C is totally disconnected.

For elements z = Y7, %, y=>°, g— with Vi, a;,b; € {0,2}:

- IfVl<i<ma; =0, then |z —y| < 37™.

— If additionally ap, 41 # b1, then |z —y| > 3= (m+D),
—Iflze—y| <3 ™ thenVl<i<ma; =b;
—Ifx=ythenVi>1a; =0

So every x € C has a unique ternary expansion in digits a; € {0, 2}.

Definieer f : C'— [0, 1] door Y77 & — Y%, %o en f(2) = supy<, yeo f(¥)
voor ¢ C. Danis f continu [0, 1] — [0, 1] en monotoon. Uit surjectiviteit
en de tussenwaardestelling, Vy € [0,1] : 3z € [0,1]f(z) = y, dus laat
g(y) = inf f~1({y}) zijn. Wegens rechts-continuiteit van f is f(g(y)) =y
dus g is injectief. Bovendien ¢([0, 1]) C C en g is monotoon, dus meetbaar

([0,1], (10, 1])) — ([0,1], ([0, 11))



e Laat A C [0,1] een niet-A*-meetbare verzameling zijn. en B = g(A).
B C C enmet \*(C) = 0 volgt dat B € .4 \«, want . »~ is compleet. Als
B Borel was, dan was g~ (B) dat ook. Maar g is injectief, dus g~(B) =
g tg(A)=A, en A¢ A dus A ¢ %([0,1]). Dus £ is niet Borel, maar
wel Lebesgue-meetbaar.

e In het bijzonder is (R, Z(R), A) niet compleet.

e (2.1.8) (Benadering met < -simpele functies) Als f : X — [0,00] -
meetbaar is, dan is er een rij f, : X — [0,00) met f,, < fn41 overal op X
en f = lim, f, puntsgewijs.

Bewigs:
Namelijk, f, = Y02 Slya,, met A,; = {z € X | f(z) € [5:2, £)).

PACEE

2.2

e Een uitspraak ¢(z) met x de enige vrije variabele uit het domein X geldt
p-bijna overal als {x € X | ¢(z)}° p-null is.

e (2.2.2) Als (, 97, ) compleet isen f,g: X — [—00,00] met g(z) = f(x)
p-a.e en f is o/-meetbaar, dan is g <7-meetbaar.
e (2.2.3) Als (X, &7, i) een complete maatruimte is met { f,, : X — [—o0, 00]},,

een rij o/-meetbare functies en f : X — [—o00, 0] zodat lim,, f,, = f p-a.e.,
dan is f </-meetbaar.

e (2.2.5) Zij (X, &/, 1) maatruimte en <7, de vervollediging van o/ onder p.
Als f: X — [—00,00] dan f is @,-meetbaar <=
fo, f1: X — [—00,00] met fo = f1 prae. en fo < f < f1 p-ae.

2.3

e De integraal van een simpele .&/-meetbare functie f = Ef\il aixa,, [
X — [—00,0], A1, ..., Ay z.v.v.a. disjunct en &/-meetbaar, is gedefinieerd

als Y1) aiu(A:)
e De integraal is hiermee weldgedefinieerd (onafhankelijk van de partitiekeuze),
want als ook f = Ef; bixB;, dan a; = b; als A, N B; # 0, dus

N N
Z a;p(A;) = Z Z a;p(A; N By)
i=1 1;1 1=1
=33 byu(4 N B))
=1 1=1

=2 bin(B;)

10



Hier gebruiken we p(A4; NB;) = 0 voor A;NB; = (), en eindige additiviteit
voor de partities {A; N B;}; voor A; en {A; N B;}; voor Bj.

(2.3.1) Voor f: X — [0,00] simpel o7-meetbaar, gelden:
— [afdu=a [ fdu, voor a > 0.
= [(f+9)du= [ fdu+ [ gdu
— f < goveral, dan [ fdu < gdp.

(2.3.2) Als f,,f : X — [0,00] simpel &/-meetbaar Vn, en lim, f, = f
overal op X, en f, < fn11 Vn, dan [ fdu = lim, [ fdpu.

De algemene integraal is gedefinieerd als
/fdu = sup{/ hdp | h simpel «7-meetbaar, h < f}

(2.3.3) Als f : X — [0,00] &/-meetbaar is en {f, : X — [0,00]}, zijn
simpel niet-negatief .o/-meetbaar en f, < f,y1, overal, en f,, — f overal,
[ fdp =lim, [ fndu.
Als f,g: X — [0,00] «/-meetbaar zijn en o > 0, dan:

— [afdu=a [ fdu, voor a > 0.

= J(f+g)dp= [ fdp+ [ gdu

— f <goveral, dan [ fdu < gdp.

Als f : X — [—o0,00] dan definiéren we f* = max{0,f} en f~ =
min{0, f}, zodat f = f* — f~. Als [ ftdu < 0o of [ f~du < oo, zeggen
we dat de integraal bestaat en definiéren we

[ tan= [ rran- [ £au

f: X = [—00, 0], &/-meetbaar, heet integreerbaar als één van de volgende
equivalente condities houdt:

— [ fdp bestaat en —oo < [ fdu < oco.
— [ffdu<oocen [ frdu < .
- (2.3.8) [|fldp < o0.

Als f1, f2,91,92 : X — [000), integreerbaar, en fi1 — fo = g1 — g2, dan
[ hdp = [ fodp = [ grdp — [ godp.

Als f,g: X — [0, 0] integreerbaar zijn en o € R, dan:

— af en f+ g zijn integreerbaar
— [afdu=a [ fdu, voor a > 0.

11



= J(f +9)du= [ fdp+ [ gdp
— f < goveral, dan [ fdu < gdp.
e Als f,g : X — [—00,00] &7-meetbaar zijn met f = g p-a.e. en [ fdu
bestaat, dan bestaat [ fdu = [ gdu
e (2.3.10) (Ongelijkheid van Chebyshev) Als f : X — [0oco] o/-meetbaar is
ent >0, dan pu({f >t}) Sf{fgt} fdp < %ffdﬂ
Bewigs:
Zij A={f >1t}). Dant-xa < xa-f < f, want f > 0. Dat geeft

Jtxadu < [xafdp < fdu. Delen door t > 0 geeft de vereiste ongeli-
jkheid.

e Als f: X — [—00, 0] integreerbaar is, dan is {f # 0} o-eindig onder p.
o Als [|f|dp=0dan f =0 p-ae.

o f:X — [—o0,00] en [, fdu >0 VA € o, of zelfs slechts VA € o(f). dan
f>0 p-ae.

e Als f: X — [—00,00] en f integreerbaar, dan |f| < co p-a.e.

e f:X — [—00,00] is integreerbaar <= eris een g : X — R integreerbaar
met g = f p-a.e.

2.4

e (2.4.1) (Monotone Convergentiestelling) Als f, f1, f2,... : X — [0c0] &7~
meetbaar en f, < f,41 voor pra.e. x € X en allen € Nen f(z) =
lim,, f,(x) voor p-a.e. x € X, dan

/ fdy = lim / Fadp

Het bewijs voor simpele functies wordt gegeven in 2.3.2. Voor de volledigheid
geven we het bewijs volgens de bekend stappen (1) f € .77, (2) f: X —
[0, 0] «7-meetbaar.

Bewigs:

(1) Zij f: X — [0,00) (niet oo € f(X)!) een simpele, niet-negatieve, «7-
meetbare functies f = Zle a;xa, met Ay, ..., A z.v.v.a. disjuncte
o7 -meetbare verzamelingen.
Wegens f1 < fo < f3 < .. < f prae. geldt [ fodp < [ fdp Vn € N,
en tevens is ([ fndu)nen een stijgende rij in R, dus gaat naar oo of
naar een eindige limiet.
Voor ¢ > 0, n € N, ¢ € {1,...,k}, definieer 4,,; = {z € X |
fa(z) > (1 —¢)a;}. Danis {A, ;}, een stijgende rij in n voor elke
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i € {1,...,k}, wegens monotoniciteit van f,. Omdat f(z) < oo
volgt tevens dat U,A,,; = A; voor alle i € {1,...,k}. Definieer

An =Ui = 1kAn,i7 9n = (I_E)fXAn = Zf:l(l_g)aiXAn,i' Dan 9n <
fn < f, en lim, [ g,dp = lim, Zle(l —e)aiu(Ani) = Zle(l -

e)ailim, (A i) = S0 (1—e)aypu(A,) = (1—¢) [ fdu. Dus wegens
fn > gn, limy, [ frdp bestaat, volgt

ligl/fndu > lirrln/gndu= (1 —€)/fdu

Als [ fdu = oo, dan zien we dat volgt lim,, [ f,du = co = [ fdu. Als
J fdp = L < oo, dan zien we (1 —¢)L < lim,, [ f,dp < L, dit voor
willekeurige € > 0, dys ook voor € = %/7 dus |limy, frdp — [ fdu| <e
Ve > 0, dus lim,, [ fodp = [ fdp.

Zij f nu «/-meetbaar en [0, co]-waardig. Aangezien f; < fo < ...
p-a.e. geldt dat de reéelwaardige rij

/fldﬂé/de/iﬁ

Dus deze divergeert ofwel naar oo of naar een getal (als de rij begrensd
is).

Bovendien wegens f, < f Vn, p-a.e. geldt [ fnodu < [ fdu, dus de
limiet nemen levert lim,, [ fodp < [ fdu. In het geval dat [ fndp
divergeert naar oo geeft dat [ fdu = oo = lim,, [ fndp en zijn we al
klaar.

Laat g, 1 een rij [0, 00)-waardige simpele o/-meetbare functies zijn
met gp r — fn voor k — oo.

Dan h, = max{gik,...gnk} < fn en is simpel en &/-meetbaar.
Bovendien lim,, h,, = f, dus wegens de eerdere stelling van monotone
convergentie voor simpele functies geldt

/fd,uzlim/hndu < 1im/fndu

En hieruit volgt gelijkheid.

o (2.4.2) (Beppo-Levi) Als f, : X — [0,00] & meetbaar ¥n € N, dan

/gfndu=§/fndu

e (2.4.4) (Fatou’s Lemma) Als {f, : X — [0,00] 1ij f,, &/-meetbaar. Dan

/liminf fndp < 1iminf/fndu

13



Bewigs:

Dit volgt met monotone convergentie: infy>, fi < f, en infy>, fi is een
puntsgewijs monotone rij met limiet liminf,, f,,, dus lim,, [ infy>, frdp =
flim inf,, fodu.

Voor elke m > n volgt ook f, > infg>, fi, dus [ frdu > [infgs, fedu,
dus inf,,>p [ frdp > [infg>, du. De limiet links bestaat (de liminf) en
rechts ook (wegens bovenstaande monotone convergentie), dus

liminf/fndu > lim/’igf frdy = /liminffndu

(2.4.5) (Gedomineerde Convergentiestelling)

Als f : X — [—00,00] &/-meetbaar is en {f, : X — [—00,00]} een rij
o -meetbare functies, met f, — f puntsgewijs en een g : X — [0,00)
p-integreerbaar met |f,| < g pra.e. Vn € N. Dan f, f1, fo,... zijn inte-

greerbaar en
[ fin=tim [ g

Ten eerste |f| = lim, |f,| < g en er volgt integreerbaarheid van f,, en f
omdat [ |fldp < [gdu < oo en [|fp|ldp < [ gdp < oo.

De truc is Fatou: g — f,, > 0 p-a.e. en g+ f, > 0 p-a.e. en deze functies
zijn nu integreerbaar, evenals g — f > 0en g+ f > 0 (u-a.e.), en er geldt
g+ frn = g+ falsn— oco. Dus

Bewigs:

— Enerzijds:
/gdu—/fdu=/(9—f)du
_ / liminf(g — £,)dp
<timinf [ (g fu)dn
= / gdp — limsup / Indp
— Anderzijds:

/gdu+/fdﬂ=/(g+f)du

= /liminf(g+fn)du
< liminf/(g+fn)du

:/gdu—kliminf/fndu
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J gdp < oo, dus heeft een additieve inverse. Daarom volgt

/fduzlimsup/fnd,u /fd,uzliminf/fndu

Dus ze vallen samen, daarmee heeft [ f,,du een limiet en deze is gelijk aan

[ fdp.

(Variant van monotone convergentie) Als fi p-integreerbaar is en f, :
X — [—00,00] een p-a.e. monotoon stijgenderijen f: X — [—o0, 00|, elke
fnen f zijn &/-meetbaar en de integraal van elke bestaat, dan lim,, | f,du =
[ fdp.

Bewijs We zien dat f; < f, < f p-a.e. dus bekijken we de rij f, — f1 dan
zijn dit [0, co]-waardige functies die monotoon naar f — f; convergeren.
Er geldt met monotone convergentie dus

i [ (2~ fi)dn = [ (= fidn

Juist omdat f; integreerbaar is, volgt dat we dit mogen schrijven als

tiw [ fudn~ [ £ = [ fau~ [ s

En aangezien [ fidu € R een additieve inverse heeft, kunnen we dit re-

duceren tot:
lim/fnd,uz/fd,u

Dit argument laat zien hoe subtiel de lineariteit van de integraal kan liggen
wanneer men +o0o toelaat. Zonder integrabiliteit van f; kunnen we niets
concluderen.

(Differentiéren onder het integraalteken) Een toepassing van DCT:

Als T C R een open interval, f: X x I - R, g: X — [0,00] en

x +— f(x,t) is integreerbaar voor elke ¢t € T

— g is integreerbaar

— t > f(x,t) is differentieerbaar op I voor elke x € X:
— Voorx € X, t,tg € I:
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Dan definiéren we h(t) = [y f(x,t)dp en we kunnen laten zien dat als t,

f(z.t)=f(z,to) <

eenrij in R\{to} is met t,, — o, danis x — 0 f(x,to) = lim, = <

g(x), dus met DCT volgt dat

lim / ! (x’tjfj :fo(m’tO)u<dx>: / 0 f (, to) p(dex)

Tevens is voor elke n € N:

p(da) = ff(x,tn),u(dx) — ff(x,to)u(dx) B h(t,) — h(to)

tn —to tn —to

/ f(z,tn) — fz,t0)
tn —

to
Dus elke rij met t,, — to heeft

hlta) = hito) _
t, — to

/ O f (x, to)u(de)

Dus 9;h(ty) bestaat en is gelijk aan [ dyh(z,to)u(dx). We krijgen
0 [ s(o.to)ntdn) = [ 00 (o, to)u(ds)

2.6

e Voor (X, /) en (S, %) maatruimtes, heet f : X — S meetbaar als VB €
S:f1(S)e .

e (2.6.1) Als By C B met 0(By) = B, dan VB € By f~1(B) € &, <
f meetbaar (X, &) — (S, AB).

e (2.6.5) Als f : X — RY weten we dat een generator van Z(R?) is de
halfvlakken {{z; < b}}¢, e

Dus als we schrijven f = (f1, ..., f1), dan is f meetbaar (X, &) — (R, #(R?))
desda. Vie{1,..,d}, Vb e R, {f; <b} € &, des.da. Vie{l,..,d},
fi is meetbaar (X, o) — (RY, Z(R)).

e De Borel-o-algebra voor R = [—00, ] is Z(R) := {BUC | B € #(R),C C
{£oo}}.

e (26.4) f: X — Ris meetbaar in dezin Vi e R: {f <t} € & < [is
meetbaar (X, &) — (R, Z(R)).

e C krijgt de Borelalgebra geérfd van de standaardtopologie op C = R2.

e f: X — C heet integreerbaar als S(f) en R(f) integreerbaar zijn, en dan
definieert men [ fdu = [R(f)du+ [ S(f)dp.

e (2.6.7) f: X — C is integreerbaar <= |f|: X — R is integreerbaar.
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e (2.6.8) Als (X, o/, 1) een maatruimte is en (Y, %) meetbare ruimte, T :
(X, ) — (Y, %) meetbaar en g : Y — [—00,00] HB-meetbaar. Dan is g
uT~l-integreerbaar <= g o T is u-integreerbaar en

/ gd(uT™") = / (goT)dp
Y b's
Bewigs:
Stel g = Zle a;xp, met Vi : 0 < a; < 00, B; € A.
k
[ o) = 3 a5
Y i=1
k
=Y auT ' (B)
i=1

k
(1)
- / > iz (s L / g0 Tdu
=1

We nemen z.v.v.a. By, ..., By paarsgewijs disjunct en ai,...,a; verschil-
lend. Dan zijn ook T~(By),...,T~1(B},) paarsgewijs disjunct want i #
j = T YB)NTY(B;)=T"'(B;NB;) =t"1(0) = 0. Dus er volgt:

k
Zaifol(Bi)(:c) =q; < x € T_l(Bi)
i=1

= 9(T(z)) = a;

Dus Zle aixr-1(p;) = g o T. Hiermee volgt (1).

Stel nu g : Y — [0,00]. Als g meetbaar is, zij g, een stijgende rij simpele
[0, 00)-waardige H-meetbare functies met g, — g puntsgewijs. Aangezien
Yy €Y :gi(y) < g2(y) < ... volgt Vo € X 1 g1(T(2)) < g2(T(2)) < ...,
en puntsgewijs lim,, g, (T(z)) = g(T(x)), dus montone convergentie van
gnTgeng,oT T goT geeft:

/gd(uTﬁl) = lim g, d(pT~") = lim g, o Tdy = /g oTdu

In het bijzonder volgt dat [ gd(uT~') < cciff [ goTdu < co. Tenslotte
als g : Y — [—o0,+00] en %B-meetbaar, schrijf dan g = g* — g~, dan
volgt wegens het voorgaande [ ¢g*d(uT~1) = [gF o Tdu, en g is pT~'-
integreerbaar <= [ gtd(uT~!) < oo <= [gtoTdu < oo = goTis
integreerbaar, en er geldt, als ofwel [ gTduT ! < oo ofwel [ g~duT !, dat
de pT~-integraal van g bestaat, en dat [ gToTdp < oo ofwel [ g~ oTdp <
oo, dus omdat g* o T = (goT)T, bestaat de u-integraal van go T en dan
[9d(uT=") = [gtd(uT=") = [g=d(uT") = [(goT) du— [(goT) dp =
JgoTdpu.
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3.1

e Voor (X, o, u) een maatruimte en {f,, }, f 27-meetbare functies X — R,
heet

— fn — f in maat als Ve > 0: lim, p(|fr, — f| >€) =0
— fn — [ in gemiddelde als lim,, [ |f, — fldp =10
— fn — f p-a.e. als voor p-bijna alle z € X, f,(x) = f(x).
— fn — f uniform als | f,, — flo — 0.
e Convergentie in maat en p-a.e. zijn niet generiek te relateren:
— Zij fn = Xjn,c0), dan f, — 0 overal, maar u(|f, —0[ > 1) = oo Vn.

— Beschouw de rij van indicatorfuncties van

[0,1/2),[1/2,1),[0,1/4),[1/4,1/2),[1/2,3/4), ...

Dan p(|fn, — 0] > &) < 27™ voor een stijgende rij ny — oo, dus
frn. — 0 in maat, maar f,(x) is oo-vaak 1 voor elke z € [0, 1].

In het eerste geval is het probleem: N, [n,c0) =  maar A([n,00)) = oo
voor alle n (dus geen convergentie van boven).

In het tweede geval is er wél een deelrij f,, — 0, namelijk for = X[0,2-k)

(3.1.2) Als f,, — f pra.e. en p is eindig, dan f, — f in maat.

(3.1.3) Als f, — f in maat, dan is er een deelrij {f,, }x met f,, — f
j-a.e.

(3.1.5) Als f,, — f in gemiddelde, dan f, — f in maat.
(vanwege u(|fn — f| > €) < £ [ fu = fldp).
(3.1.6) (Gedomineerde Convergentiestelling, sterk) Als f, — f p-a.e. of

in maat, en | f,,| < g, |f| < g p-a.e., door een g € LY(X, o, i, [0, 0]), dan
fn — [ in gemiddelde.

o (3.1.4) (Ergorov) Als { fy, }n, een rij «7-meetbare f,, : X — Rismet f,, — f
p-a.e. en 4 is een eindige maat op (X, <), € > 0 dan is er een B € & met
w(B¢) <een fplp — f|p uniform.

o (7.4.4) (Lusin) Zij (X,¥) lokaal compact en Hausdorff, &/ een o-algebra
die B(X) bevat (equivalent: die & bevat) en p een reguliere maat op
(X, ).

Als Ae o, f: A— Ris o/-meetbaar en u(A) < oo en € > 0, dan is er
een compacte K C A met pu(A\K) < ¢ en f|k is continu .

e Voor (R%, Z(R%),\): als A € B(R?) f: A — R meetbaar, A\(4) < co en
e > 0, dan is er een compacte K C A met p(A\K) <een flx : K - R
continu.
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o Als fr, 55 f, gn 25 g en p is eindig, dan f,.g, = fg
o Als > [|fn— fldu < oo dan f,, — f p-ae.

4.1

e Een getekende maat is een functie p : & — [—o00,00] die pu(@) = 0 en
o-additief is.

Een complexe maat is een functie p : &/ — C die pu(@) = 0 en o-additief
is.

Belangrijk gevolg voor getekende maten: ofwel oo € u(«/) ofwel —co €
(&) maar niet beide. Immers als u(A) = oo, dan moet u(X) = p(A°) +
u(A) gedefinieerd, zijn, dus u(A°¢) > —oco en u(X) = co. Als noch oo €
u(e/) noch —oo € u(f), dan heet u eindig. Complexe maten zijn altijd
eindig.

o (4.1.2) Als (X, &7, 1) een getekende of complexe maatruimte is {4, }, C &

—Vn:A, DA endm: u(Ay) <oo = p(NpAy,) = lim, u(Ay)
—Vn:A, CAn1 = u(U,A,) =lim, u(A,)
e (4.1.3) Als u een eindig additieve C (of [—o0, oo])-waardige functie op &
is met (@) =0 en
— (U, Ay) = lim, u(A,) voor alle stijgende rijen {4, }, C &; of
— lim,, u(A,) = 0 voor alle dalende rijen {A,}, C & met N, A4, =0,

dan is 4 een C-waardige (of getekende) maat.
e Een A € &/ heet

— negatief alsVB € o/, BC A: u(B) <0
— positief als VB € o/ ,BC A: u(B) >0
e (4.1.4) Als p1 getekende maat is, A € & en —oo < u(A) < 0, dan is er een
negatieve verzameling B C A met u(B) < A.
Bewigs:
Zij 61 ;== sup{u(E) | E € &, E C A} dan §; > p(0) = 0 Kies een By € &,
met ) C A en pu(E;) > min{16;,1}
Zij dan i.h.a. 6, = sup{u(E) | B € &/, E C A\(U"\En)} en E, C
A\(UL_ Ey) E € @, met p(E) > min{36,,1}.
Beschouw dan B = A\(UX_,E,,). U2_E,, C Aen u(A) <ocoen {E,},

=1
00

disjunct, geeft 0 < p(USS_ 1 Ep) = >, i(Ep) < 0o, dus p(E,,) — 0,
maar 0 < §,, < 2u(F,) dus §, — 0
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Duidelijk is dat p(B) > —oo anders zou p(A) = —oo moeten zijn. Daar-
naast u(B) + p(USS_1 E,) = p(A), dus wegens pu(E,) > 0, Vn € N, volgt
w(B) < u(A). Alsnu E C B, E € &, dan zit E C A\(U},_, Ey,) voor alle
n € N, dus p(E) < 4§, voor alle nj dus u(E) < 0. Dus B is een negatieve
verzameling.

(4.1.5) (Hahn Decompositie) Voor (X, o, ) een getekende maatruimte,
P, N € & partitie van X met P een positieve verzameling en N een
negatieve verzameling. N en P zijn uniek in de zin dat als (N, Pp),
(Na, Py) voldoen, dan hebben N7 N Py en No N P; maat 0.

Bewigs:

Neen z.v.v.a. dat p(X) > —oo, dus dat —oo niet wordt aangenomen. Als
dit niet zo is, beschouwen we — .

Zij L = inf{u(A) | A € &/, negatieve set} en zij {A,} C & een rij met
lim,, u(A,) = L. Zij N = U,A,. Dan is N negatief, want als E C N met
w(E) > 0, beschouw dan de disjunct gemaakte rij B, = A,\ (U A,,.),
dan pu(E) =), w(ENB,) >0, dus er is een n € N met pu(EN B,) > 0,
maar FN B, C A, en A, is negatief, contradictie. Dus N is negatief.

Bovendien, als N C X\ N ook negatief is, dan laten we zien dat u(N') = 0.
Namelijk, anders is N U N’ negatief met pu(N U N') < u(N), contradictie,
want p(N) = limy, p(U2_1Ap) < L, dus u(N) = L wegens N negatief.
Dit laat ook zien dat P = X\ N positief is, want N’ C P betekent p(N') >
0.

Tenslotte als (N1, P;) en (N2, P;) Hahn-decomposities zijn, dan is N1 N
P, zowel van maat < 0 wegens C N; als maat > 0 wegens C P,, dus
(N1\N2) U (N2\Nq) en (P\P2) U (Pi\P1) zijn p-null verzamelingen.

(4.1.6) (Jordan Decompositie) Voor u getekende maat is p = ut — u~,
waarbij ut en u~ maten zijn, namelijk:

— Per definitie:
u*(4) = p(AN P),
p=(A) = —p(ANN).
— Equivalent hiermee:
pt(A) =sup{u(B) | BC A,B € o},
u(4) = sup{~u(B) | BC A B ¢ o/}

uF hangen dus niet af van de keuze van de decompositie en zijn dus uniek.

De variatie van de getekende maat u is |u| = p+ + p—. Dit is de kleinste
positieve maat v op & zodat v(A) > |u(A)| voor alle A € &7. In het
bijzonder VA € o : |u|(A) > |u(A)].

Voor een complexe maat ontbindt men p = v+ en vervolgens kunnen de
eindige maten v,y Jordan-ontbonden worden, wat een unieke ontbinding

W= p1 — po +ips — iy geeft.
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e (4.1.7) De variatie van een complexe maat definieert men
n
|| (A) = sup{z (A | Ay, ..., Ay, partitie van A}
j=1

Dit is een eindige maat op (X, 7). De definitie valt samen met de variatie
van een getekende maat in het geval p(«/) C R.

o (4.1.8) De totale variatie van een C-waardige/getekende maat p is ||u| =
|u|(X). Noteer:

— M (X, ,R) de vectorruimte van R-waardige (eindige) maten op
(X, o)

— M (X, o/, C) de vectorruimte van C-waardige maten op (X, &)

Dan vormen deze Banach-ruimten onder de totale-variatienorm ||-||.

4.2

e Voor p, v maten op (X, o), schrijft men p < valsv(4A) =0 = p(4) =
0: p heet absoluut continu m.b.t. v.

o pKLy <= (Ve>0:30>0:VAe & :v(A) <d = p(4) <e).

o (4.2.2) (Radon-Nikodym) Als (X, <) een meetbare ruimte is met y,v o-
eindige maten en p < v, dan is er een &/-meetbare g : X — [0,00) met
W(A) = [, gdv, YA € o/. g is uniek tot op v-a.e. gelijkheid.

Bewigs:

Neem eerst p en v eindige maten.
F = {f : X —[0,00) | f o7-meetbaar / fdu <v(A), VA e ,537}
A

Als f1,foe Z,dan Ay ={f1 > fo e &, Ay =Af e o en [ f1V fadu =
T, Fudi+ [y fadp < v(A7) + v(A3) = v(A), dus f, V fo € 7.

Zij nu {gn}n een rij in .# met lim,, [ g,du = sup{[ fdp | f € F}. Dan
kunnen we f,, = \/|_, g; € # nemen, enis f; < fo < ... dus met monotone
convergentie en f := lim,, f, geldt:

/fdAL:ligLn/fnduZ/gndu=sup{/fdu|feﬁ}

Terwijl anderzijds met f,, € #,Vn € Ndus geldt [, fndu < v(A), Vn €N,
VA € of. Maar 0ok f,xa — f, en {xafn}n is monotoon. Dus:

/A fdyu = lim /A Fudp < (A)
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4.3

Dus f € .Z. Dus [ fdp=sup{[gdu|gec F}.
Definieer nu v(A) = v(A) — [, fdp voor A € o7 Wegens [, fdu < v(A)
voor alle A € o geldt dus vg(A) > 0, dus vy is een maat op (X, 7).

Als vg(A) # 0 voor een A € &7, dan is er een € > 0 met vp(X) > ep(X).
Zij (N, P) de Hahn-ontbinding bij vy — e (getekende eindige maat).

— Voor elke A € & hebben we v(A) = [, fdu + o(A) > [, gdp +
vo(ANP) en vo(ANP) > epu(ANe) want P is positief voor vy —epu, dus
dit is .. > [, gdp+ep(ANP) = [,(f +exp)du. Dus f +exp € F.

— Anderzijds (gebruik nu absolute continuiteit), u(P) > 0 want als
w(P) = 0 dan vy(P) < v(P) = 0 en dan zou (v —ep)(X) = (v —
ep)(N) < 0 zijn, in tegenspraak met vo(X) > eu(X). Er volgt dus
dat [(f+exp)du = [ fdu+en(P) > [ fdu=sup{[ fdu|f € F}.

Maar sup{ [ fdp | f € F} < v(X) < oo, dus het tweede punt is een
tegenspraak met het eerste punt f +exp € .%.

De uniciteit volgt omdat als g, h voldoen, dan [ 4 9dp = / 4 hdp dus wegens
v eindig volgt [ hdu < oo, [ gdu < co dus h— g integreerbaar met [, (g —
h)dy = 0 VA € o/. Omdat AT := {g—h >0} en A~ = {g—h <0}
ook «7-meetbaar zijn, volgt dat [(g — h)Tdp = [(g — h)~dp = 0. Dus
(9g—h)T =0en (¢g—h)” =0 p-a.e. Dus g = h p-a.e.

Voor p, v getekende of complexe maten, schrijft men p < v als |u| < |v|
geldt.

Als p een eindige R-waardige of C-waardige maat is en v o-eindig en
u < v,danis er een g € LHX, o R, pu) of LYX,/,C,p) met u(A) =
fA gdv, YA € o/, en ¢ is uniek tot op r-a.e. gelijkheid

Daarnaast [p|(A) = [, |g|dv.

Als v een C of R-waardige maat is op (X, &), dan is |%| =1 p-a.e.

1 een positieve maat heet geconcentreerd op E € & als u(E€) = 0. Een
getekende of complexe maat p heet geconcentreerd op E € o7 als |u|(E°€) =
0

Equivalent: VA € &/ met A C E° p(A) = 0.

w1 en v heten singulier (met elkaar) als er een E € &7 is met |u|(E) = 0,
|v|(E°) = 0. Notatie plv.

(4.3.1) (Lebesgue ontbinding) Als (X, %) meetbare ruimte is en p posi-
tieve maat en v eindig getekende, o-eindig positieve of complexe maat op
(X, &), an zijn er unieke eindig getekende, o-eindige positieve of complexe
maten vg, v, met:
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— <L u
— vslp

— V="V, + Vs

Bewigs:
Neem eerst v eindig positief. Definicer 4" = {B € & | u(B) = 0}. Dan
nemen we een rij {B,} C A4 met lim, v(B,,) = sup{v(B) | B € 4}.

Definieer dan N = U,B,, € & en z.v.v.aa. B; C Bjiq, dus v(N) =
lim; v(B;) = sup{v(B) | B € A}. Definieer v4(A) := v(ANN). Dan is
Vs een maat geconcentreerd op N en p een maat geconcentreerd op N€,
dus v L p.

Neem nu vy = v —vs. Omdat vs < v is dit een positieve maat. Bovendien,
als B € &/ met u(B) =0, dan B € .4, dus als v4(B) > 0, dan zou dat een
tegenspraak opleveren: 0 < vg4(B) = v(B) —v(BNN), dus (N UB) =
v(N)+v(B)—v(BNN) > v(N), terwijl BUN € A en v(B) = sup{v(B) |
Be 4}

Er volgt dus dat vy < v.

Voor v getekend en eindig: gebruik eerst de Jordanontbinding v —v~ met
v eindige positieve maten. Dan vg = (vT)g— (v )genvs = (V) — (v ),
voldoen.

Voor complexe maten: gebruik de Jordanontbinding voor de reéle en imag-
inaire component apart.

Voor o-eindige maten: Neem eerst v = ) v, voor v, elk eindig, door
vn(A4) = v(ANX,,) met X = U, X, een partitie in v-eindige verzamelingen
te nemen. Dan is er voor elke vy, = (Vp)a + (Vn)s. Dan zijn > (v,)q en
>, (Vn)s weer positieve maten en het absoluut continu/ singulier zijn blijft
bewaard.

(Opgave 4.1.3 & 4.3.7) Voor 1, s eindige maten, definieert men

— Ve = g+ (g2 — pn)t

— i Apg = pn — (g1 — p2)*
Er geldt py V po > pi, e en v > py, e = v > 1 V pe, voor elke
positieve maat v op (X, o)

Er geldt ook p1 A pe < py,pus en v < py, e = v < uyp A pg voor elke
positieve maat v op (X, &).

Voor eindige positieve maten, T.F.A.E:

—vlp
- vAp=0
—vVu=v-—+Lu.
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5.1

e Voor (X, ), (Y, %) maatruimten definieert men

g xB=c({AxB|Aeo,Bec B}

e (5.1.2) Voor de meetbare ruimte (X x Y, &/ x %) geldt dan
(a) AlsFe o/ x B, dan Ve € X,y €Y:

E,={yeY|(zx,y) e E} € B
EV:={zeX|(z,y) eE}ed

(b) Als f: (X XY, o x B) — (S,€) meetbaar is, dan Vo € X,y € Y
- fm(y) = f(xay) meetbaar (YV@) - (57%)

— fY(z) := f(x,y) meetbaar (X, o) — (5,F)
Bewigs:
(a) Neem F = {E € /' xB | E, € Byen F' ={E € I xPB|EY € o}.

Dan kunnen we laten zien dat .% en .#’ g-algebra’s zijn die de A x B,
A€ o/, B € % bevatten.

(b) (fo)H(D) = (fH(D))a (f*)"1(D) = (f1(D))? en gebruik (a).

o (5.1.3) (X, o, ) en (Y, B,v) o-eindige maatruimten en E € &7 X %, dan
is x — v(E,) «/-meetbaar en y — v(EY) %-meetbaar.

Bewigs
¢ ={AxB|Ac o, Be P} is een w-systeem.
Als v eindig is, kan men aantonen dat

F={Fe€d xB|x— v(E,)is o-meetbaar}

een d-systeem is dat € bevat, en dus & X # = 0(¢) = d(¥) C ZF.

Als v o-eindig is, dan kan men X = U, X,, schrijven met {X,},, disjunct
en v(X,) < 0o. Zet v,(A) = v(AN X,,) en pas het voorgaande toe op vy,
eindig. Danisv =), v, endus z — v(E,) = >, v(E;) is de limiet van
een reeks van niet-negatieve o/-meetbare functies, dus .&/-meetbaar.

o (5.1.4) (X, o, u) en (Y, %, v) o-eindige maatruimten, dan is er een unieke
maat X v: .o x $ — [0,00] met VA € &/, B € A:

(b x v)(Ax B) = pu(A)v(B)
Bewijs:
~ Definieer py(E) = [y v(Ex)u(d), pa(E) = f (B, )v(dy).

— Dan toont men eerst o-additiviteit aan en p;(f)) = 0 voor 7 = 1, 2.
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— Vervolgens p;(A x B) = u(A)v(B) voor A € o/, B € A.

— Tenslotte volgt uniciteit simpelweg omdat C={AxB| A€ &/,B €
P} een m-systeem is dat o x A genereert, en p; en ps o-eindig zijn
(dat p; en ps o-eindig zijn moet nog even aangetoond worden door
een geschikte partitie van X x Y te nemen).

De o-eindigheid is dus alleen nodig voor uniciteit van de maten p;, niet
voor de existentie.

5.2

o (5.1.2) (Tonelli) Zij (X, o/, u) en (Y, %,v) o-eindigen f : X xY — [0, 0]
o X PB-meetbaar. Dan:
-z [, fodv is /-meetbaar en y — [ fYdp is ZB-meetbaar.

— f voldoet aan

/fduxu //fxdzx (dz) //fydu (dy)

o (Fubini) Zij Zij (X, o/, 1) en (Y, B,v) o-eindig en [ : X x Y — [—00, 0]
o X ZB-meetbaar en v x p-integreerbaar. Dan:
— fz is voor v-a.e. y € Y v-integreerbaar.
— fY is voor p-a.e. x € X p-integreerbaar.

— Definieert men:

Ii(z) = [ fodv als f, integreerbaar
70 zo niet

Tily) = J fYdp als fY integreerbaar
= 0 70 niet

[ sdtux ) = [1@utis) = [ gwuiay

— Definieert men voor algemeen (X;, %%, ;)i een collectie maatru-
imten, o) X ... x &, = o({A; X ... x A, | A; € &,i =1,..n}), dan

zien we
(2 X oo X Ag) X (Agg1 X oo X Ap) 2y X .o X Gy,

Via de identificatie ((a1,...,a), (Gk+1,-..,an)) = (a1,...,a,). Dat is
namelijk een bijectie. We zien immers dat als we herhaalde carthesis-
che producten niet nesten, dan bevat (4 X...x Ag) X (Ag41 X ... X Ay)
alle rechthoeken A; x... X A,,, dus ook heel &% x ... x A,,, en andersom
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bevat @ X...xX A, ook alle (@ X ... X @) X (11 X ... X &y, )-meetbare
verzamelingen, namelijk elke A; x ... X Ap X Xgy1 X ... X X, en elke
X1 X oo X A X Apy1 X ... X Ay, ligt erin, dus daarmee ook elke V =
AX Xpr1X..x X, voor A € @ x.. X enelke U = Xy x..x X x A’
voor A’ € o1 X ... X oy, dusligt Ax A =UNV € x...x Ap,
dus volgt de omgekeerde inclusie.

5.3

e (5.3.1) Als f : X — [0,00] «/-meetbaar is, en A\ de Lebesgue-maat op
(R, #(R)), en het oppervlak onder de grafiek:

E={(z,y) e X xR|0<y< f(z)}

Danis F € & x B(R), want E = Ugeq({f < q} x [0,¢]). Er geldt

(3 NE) = [ MEuldo) = [ f@(a)

(4 x N)(E) = / H(EY)A(dy) = / u({z € X | f(z) > y)M(dy)

e (5.3.4) Voor f,g € Z1 (R, B(R),R,\):
— Voor Mae. z € R, t — f(z —t)g(t) is A-integreerbaar.

— (f % 9)(x) f [l —t)g(t)A(dt) t f(m — t)g(t) \-integreerbaar
anders

Voldoet aan f * g € LY (R, BR),R,\) en ||f*gl1 < [Ifll1llgllx
Bewigs:

— Eerst kunnen we laten zien dat (z,t) — f(z — t)g( ) gelijk is aan
(fo(m —m2))-(goms) dus %(RQ)—meetbaar B(R?) = B(R) x B(R)
dus deze functie is B(R) x Z(R)-meetbaar.

— Dit betekent dat we (z,t) — |f(z — t)g(t)| kunnen integreren m.b.t.
A X A want dit is een niet-negatieve B(R) x B(R)-meetbare functie.

— Tonelli geeft dan:

[ 1@ =010 Nate) = [ [ 17— 0N

:/R|g(t)|)\(dt)-/le(ﬂ?ﬂ)\(dx)

= llgllll fllx < o0

We gebruiken hierbij translatie-invariantie van A in de f-integraal.
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— Dus (x,t) — f(x —1t)g(t) is A X A-integreerbaar, en Fubini geeft dan:
[(z,t) = f(x —t)g(t)]: is integreerbaar voor A-a.e. t € R, dus en
Fubini geeft, voor (f * g) = I; dat

/ L) = [ fla—8)gt)(h x N (d(, 1))
R R2

< [ 1£( = DaIh < N)(dta )

= [Ifllllgllx

10.1

e — Kansruimte: is een maatruimte (Q, &/, P) met P(Q) =1

Stochast: is een o7/-meetbare X : Q0 — R.

Verwachting (wanneer de integraal bestaat) F(X) = [ XdP

Variantie (wanneer E(X) bestaat) V(X) = [(X — E(X))%dP =

E(X?) - E(X)%

— p-de moment: E(XP) = [ XPdP

— De uitspraak X € ZP(Q, o7, u, R) wordt vaak vermeld als "het p-de
moment is eindig”.

e Als er een aftelbare C' C R is met PX~1(C) = 1, dan heet X discreet.
Merk op dat voor elke enumeratie van C, | X|=>",_; cxx{X = ¢}, dus
met Beppo-Levi volgt:

E|X| = / [ X[dP =" || P(X = c)
ceC

En algemener met uitsplitsen X = XT — X~: als én van de sommen
Ycec., CP(X =¢), 3 cc., cP(X = c) eindig is, dan bestaat E(X) en:

E(X)= ) cP(X=c)+ > cP(X=c)=) cP(X=c)

ceCco ceC>0 ceC

e X : Q0 — R induceert de beeldmaat PX !, vaak met Px aangeduid, op
(R, (R)). Uit 1.3 kennen we nog de distributiefunctie F(t) = PX ~1((—o0,1]),
nu genoteerd als Fly (t).

Als PX~! <« ), dan heet X continu, en noemt men de Radon-Nikodym
afgeleide fx van PX ~! m.b.t. \, de dichtheidsfunctie. Deze is M-a.e uniek.

(10.1.5) er geldt foxiu(t) = Lfx(=2) voor A-ae. t € R.

T a

Voor {X;}icr een collectie meetbare functies 2 — R is er een kleinste
o-algebra die elke X; meetbaar maakt: noteer deze als o(X;,i € I) =
o({X;(B)|i€I,BeBR)}).
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e (Onafhankelijkheid) Voor (Q, </, P) een maatruimte heten de volgende
objecten onafhankelijk:

— {Ai}iel Cc o« alsVJ Cfin I, P(“]EJAJ) = HjEJ P(AJ)

— Sub-o-algebra’s {A;}icr C P() als V{Ai}ier, Ai € ;, {Aitier
onafhankelijk is.

— Stochasten {X; : Q@ — Stier als {0(X;)}ier onathankelijk is.

e (10.1.7) (Q, o7, P) kansruimte, { A;};cs collectie onafhankelijke sub-o-algebras
van </ en {S;};es een partitie van I en voor j € J, B; = 0(Ujes, ) dan
{%;}cs zijn onafthankelijk.

e (10.1.9) (9,7, P) kansruimte, (S, %) meetbare ruimte en Xy,...,Xg :
(Q, ) = (S,%) meetbaar en X = (Xi,...,Xg). Dan is {Xy,..., X4}
Onafhankelijk < Px = PX1 X ... X PXd-

e (10.1.10) (Q, <, P) kansruimte en Xi,..., X,, onafhankelijke R-waardige
stochasten op Q met F(X;) < oo Vi = 1,...,d. Dan [[, X; heeft eindige
verwachting en E(]], X;) = [[; E(X5)

o Als Xy, ..., Xyiid. R-waardig met E(X?) < oo,dan V(3> X;) = >, V(Xy).
e Als vy, 15 kansmaten op (R%, Z(R?)) zijn, dan:

— De convolutie is (v1 * 12)(A) = (11 X vo)({(z1,22) : 1 + 29 € A}
— We zien i.h.b. vanwege (10.1.9) Py, +x, = Px, * Px,.

e (10.1.12) Eigenschappen van de convolutie vy * 15 zijn:

— (1 *x)(A) = [11(A—y)va(dy) = [1va(A — 2)11(dx)
— Indien 11 < )\, dan vy * vy < X en (op A-a.e. gelijkheid):

W) 0y = [ Pha = patay)

— Indien v; € A en vy < A, dan vy xvg < A en (op M-a.e. gelijkheid):

d(Vl * 1/2) - dl/1 dV2
o = o @Yy (W)A(dy)

e T.F.AE.: voor {4}, C &,

— {A;}, is onathankelijk.

— P(N™,B;) =TI, P(B;) geldt voor elke keuze van B; € {4;, A}.
— {A§}_, is onafhankelijk.

— De stochasten {xa,}7_; zijn onafthankelijk.
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10.2

e (10.2.1) (Zwakke wet van grote aantallen) Als {X,}nen een 1ij i.id. R-
waardige stochasten is met F(X?) < oo, S, := Y., X;, dan S,,/n —
E(X;) in maat P (in kans).

Bewijs: Gezien V(X;) < o0,

P(ISu/n — B(X1)| > ) = P~

5180 = B(Sp)[? > ¢2)

1 /1
<5 / (5, — B(S,)dP
1
= eV 50
1
—0 alsn—

e (0o-vaak) De eventualiteiten:

Nheo Unsk Ak =: {A,, oo-vaak}

Upzo Mp>k Ax =: {A, bijna altijd}

e (10.2.2) (Borel-Cantelli) (9, o7, P) kansruimte en {A4,}, C & eventu-
aliteiten. Dan

- En P(An) <00 = P({Anoo—vaak}) =0.
— {A,.},, onafhankelijk en >° P(A4,) = oo < P({A, oo-vaak}) =1

Bewigs:

— We gebruiken dat onder convergentie van de reeks, de staartsommen
naar 0 gaan:

P(O72, U Ax) = lim P(UR., Ax)

< 11312 P(Ap)

k=n

=0, want ZP(Ak) < oo
k=1
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— Gebruik exp(—z) > 1 -2z, z € R:

P((NRZy URZy Ak)%) = P(UpZy Mz, A7)
= hrrln P(Ng2, A%
= limlim PN, A9)
N
= lim W}ELP(A;)

—tm [T (1~ P(4y)
k=n

<t T exp(~P(40)

k=n

= limexp(— Z P(Ag)) =lim0 =0
k=n

Dus P(Ng%, U2, Ax) =1

o (Kolmogorov’s 0-1-wet) Zij {X,}n onathankelijk, en 7 = N,o(Xy | k >
n) de staart-o-algebra. Dan elke A € 7 heeft kans 0 of 1.

Bewigs:

VneN, o(X1),...,0(X,),0(Xg | k> n+1) is een onafhankelijke collectie,
en 7 Co(Xg | k>n+1)dus {o(Xi)}p_, U{T} is onathankelijk. Dus
{o(Xr)}32, U{T} is onafthankelijk. o(Xy | & > 1) = o(U2,0(Xk)),
dus {o(Xy | £ > 1),.7} is onathankelijk. .7 C o(X | k > 1) dus T
is onathankelijk van 7. Er volgt voor A € .7 dat P(A) = P(AUA) =
P(A)P(A) wegens onafhankelijkheid. Dit kan alleen als P(A) € {0,1}
voor alle A € 7.

(10.2.6) (Kolmogorovs Ongelijkheid) X1, ..., X, onafhankelijke R-waardige
stochasten met F(X;) =0, E(X?) < co. Dan:

1 n
P Sil >¢e) < =
(s[5 > ) < 53 B(X
Bewjs

Laat A, = {|Sm| > s}ﬂﬂ;.rl;ll{\Sﬂ <e}, A= {max;—1 . n|Si| > €}, dan
A = Ul A; als disjuncte vereniging, en xa,S; is o(Xi, ..., X;)-meetbaar
terwijl S, — S; o(Xm+1, ..., Xpn) meetbaar is, dus wegens { X1, ..., X;,} on-
afhankelijk volgt dat x 4,S5; en S,, —S; onathankelijk zijn, dus de verwacht-
ing van het product is het product van de verwachtingen:

A;
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De laatste is 0 wegens E(X;) = 0. Het vervolg is dat we bewijzen
E(x4,52) > E(xa,5?) en tenslotte met behulp van termsgewijs Markov’s
ongelijkheid toepassen dat 2 P(A) < E(S2). Het eerste bewijzen we door
op te merken ya, - 52 = xa,¢(Si + (S — S;))2 en dat de kruisterm to 0

integreert.
/ sgdpz/ Sfdp+/ (Sn — Si))?dP
Ai Ai Ai

> / SZdp
Aq

Nu passen we op elke x 4,57 Markovs ongelijkheid toe:

e2P(A) = *P(Ul, A) Z eP(A

< SZdP < / / S2ap

; /A,i i=1JA;

— [ sap = B(s3) = 3" B(X?)
=1

Het laatste wegens onafhankelijkheid van de X; E(X;) = 0, waardoor we
de rekenregels voor variantie van onafhankelijke sommen direct kunnen
toepassen op F(S2) en E(X?).

(10.2.7) {X,,}, rij onathankelijke R-waardige stochasten met E(X;) =0
Vien ). E(X?2)<oo. Dan ). X,(w) convergeert a.s.

(10.2.5) (Sterke Wet van Grote Aantallen) Zij { Xy, }» een rij i.i.d. stochas-
ten met E(X;) < co. Dan S, /n convergeert a.s. naar E(X;)

(10.2.8) (Omkering van de Sterke Wet) {X,,} i.i.d. met F(X;) = co. Dan
lim sup,, \%| =00 a.s.

Bewigs:

Laat K € N vast en bekijk A, = {|X,| > Kn}. Er geldt E(X;/K) i
eindig < > 7, P({|X,| > n}) is eindig, dus >, P({|X1] > Kn}) =
o0, en aangezien X, en X; dezelfde verdeling hebben Y ° | P(A,) = oo.
Omdat {X,,}22 ; onathankelijk is, impliceert Borel-Cantelli dat P({|X,,| >
Kn io.}) =1 Voor w € {|X,| > Kn i.0.} geldt limsupn|X"T(w)| > K.
dus Als Bx = {limsup, 2ul| > K}, dan P(Ax) = 1 VK € N dus

o

P({limsup, | 22| = o00) = P(NF_;Ak) = 1, dus limsup, |Z=| is as.
0.

— S"— n n n
Verder o = Su_n=1on-1 qyg |[Xa| < |5 "n1| =1| = limsup, |3=| <

2limsup,, |22|, dus limsup,, |22 | =
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10.3

o (Convergentie in distributie) Voor een rij kansmaten {u,}, en een kans-
maat p op (R?, B(RY)) heet p, — p in distributie of zwak convergent als
voor elke continue, begrensde f : RY — R, lim,, [ fdu, = [ fdp.

e (10.3.1) (Uniciteit van de limiet) Als p, — p en p, — v in distributie,
v=p.

Bewijs: p en v zijn regulier (1.5.6), dus het is voldoende om te laten zien
dat p(K) = v(K) op de compacte deelverzamelingen van R,

Wegens [ fdp = lim, [ fdp, = [ fdv, [fdp = [ fdv voor alle f €
B(R%,R) N C(R%, R).

Voor K C R?% compact, d(x, K) = inf{d(z,y) | y € K} is continu in z
en d(z,K) = 0 <= a € K wegens K gesloten. Definieer fi(x) :=
(xx(x) —kd(xz, K))", dan is f; continu en begrensd | fx| < 1, er geldt dus
J frdp = [ frdv.
Omdat fr — xx monotoon, nemen we limieten aan beide kanten, en staat
er u(K) =v(K).
e (10.3.2) T.F.AE:
— Wy — p in distributie
— Y uniform continu, begrensde f :R? — R, [ fdp =lim, [ fdu,
— VF € Z(R%), limsup,, pn(F) < u(F)
— VYU € 9(R%), liminf,, u,(U) > p(U)
— VB € Z(R?) met u(0B) = 0, u(B) = lim,, p,(B).
e (10.3.3) Zij nu p, en u kansmaten op (R, B(R)), en F,, F de distribu-
tiefuncties van py,, p. T.F.AE:
— Wy — p in distributie.
— F(t) = lim,, F,,(t) voor alle continuiteitspunten ¢ van F.
— F(t) =lim, F,(t) voor t € D, D C R dense.

e (10.3.4) Als z € C, {zp}nen C C en z = lim,, 2,,, dan lim,, (1 + 22)" = ¢?
Bewijs: Voor elke k € N> hebben we (noteer de coefficiént met 2% erin

een expressie E met [2F]E):

& Zn\" n\ zk Min—j) 2k L
[Zn](l—’_;) :<k)n7f: H - k—’;—>1 T als n — 0o
=0

We bekijken nu maatruimte (N>g, Z(N>¢), 1) met telmaat p(A) = |A|.
Dan is (noteer [0,n] = {0, ...,n}):

k k

(1 + %")n = z”: (Z) % = /X[o,n](k) (Z) %M(dk‘)

k=0
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Terwijl

k
. [z
e = [ Spntan
We kunnen dus definiéren f,, f : N>g = C

Fulk) = X0 (K) (Z) 2

Dan zegt het voorgaande samen met X9, — 1 precies dat f, — f punts-
gewijs. (1 + %)n — €” is equivalent met gelijkheid van de integralen. We
hebben dus een convergentiestelling nodig om dit te verkrijgen.
Aangezien 2z, — z, is de rij en z begrensd, neem dus M = sup{z, }nens, U
{#z} < 00, dan zien we dat:

B ]ﬁn—j ME _ M*

n\ zn Mt M*
E)nk| n kK~ k!

=0

Dus Vk € Nso, |fo (k)| < M*/E! |f(k)] < M*/klen M*/k! € £ (Nso, 2(Nsq),

dus de gedomineerde convergentiestelling is van toepassing en we kunnen
reeks en limiet verwisselen:

li7rln(1—|— —hm/X[On] ()5 u(dk)
()
/m (k)

:ez

De Fourier- tmnsformatz'e ¢u R? — (C van een kansmaat  op (RY, Z(R%))
is gedefinieerd als ¢, (t) = [exp(i(t,z))u(dz). Hier is (—, —) het stan-
daard inproduct op R%. Voor X : Q — R? een stochast op kansruimte
(Q, o, P) definiéren we ¢px = ¢p, .

(10.3.5)

- ¢u(0) =
— [pu(t)] <1, Vt € R?

— ¢, is continu op R,

Bewigs:
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= ¢u(0) = [ 1du = p(R?) =1

— ()] = | [ e p(d)| < [ e |p(de) = [1dp = p(RY) =1

— Omdat R een metrische ruimte is, volstaat het te laten zien dat
¢, rijeontinu is. Laat t € R? en t, — t. De functies f, : = +—
et} en f 1z — 6% worden puntsgewijs gedomineerd door 1 €
LY R, B(RY),C, 1), en etn®) - ¢b2{ puntgewijs voor z € R,
dus volgt met de gedomineerde convergentiestelling:

i 6, (1) = lim [ exp(ittn,2))u(d) = [ explit,a))u(ds) = 6, (0

Dit voor willekeurige rijen bewijst continuiteit.

e (10.3.6) Als X een R?-waardige stochast op (2,27, P)isen A € R¥*? p ¢
Rd, dan ¢A~X+b(t) = €i<t’b>¢x (ATt).

Bewijs

E(ei<t,AX+b> — E(ei<t,AX>+<t,b>) _ ei(t,b>E(ei<ATt’m>) _ €i<t7b>¢X(ATt)

e (10.3.7) Als i een kansmaat op (R, (R)) is met eindig n-de moment, dan
heeft ¢, continue afgeleiden tot en met orde n, gegeven door

QSELk) (t) _ ik/xkeimu(dx)

e Enigszins gelijkend aan Cohn noteren we met v de standaard-normale
Gaussische maat, v, de Gaussische maat met variantie o2, V02 de Gaus-
sische maat met verwachting y en variantie o2, allen op (R, %(R)). De
Radon-Nikodym afgeleiden met betrekking tot de Lebesgue-maat schri-
jven we als g, go, gu,o- Herinner dat:

(@) 1 —(z—;)"’
€Tr) = ——e 20
Ina = fom

Tevens definiéren we dan de maat 7%, <, 73,0 als de d-voudige pro-
ductmaten v x .... x 7, enzovoort, op (R%, %(R?)) (herinner hierbij dat
BRY)*? = B(R?)). Deze hebben dichtheden g¢  (t1, ..., tq) = H?:l Gu,o(ts).

e (10.3.8) Als 7, , de normale verdeling op (R, #(R)) is met verwachting
en variantie o2, dan
. 2,2
(b'y(t) _ ezute—o t=/2

Bewijs: We beginnen met de standaardnormale verdeling.
¢P(t) — L /eirte—;ﬁ/de
V2
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v heeft eindige momenten van elke orde en dis volgt met 10.3.7 ook:

oL (1) ize®te= /2 dy
\/ 27r
od ﬂ”)
1 dx
\/ 27 /

1 , 2
_ [_Zmemte—x /2]+oo _ _iQtemte—x /de
V2T (
= _t¢7(t)

Dus %et2/2¢7(t) = 0, en wegens ¢,(0) = 1 volgt dus dat ¢,(t) = o—t2/2
(unieke oplossing van het IVP). Voor een algemene Gaussische verdeling
X ~ 4,0 geldt nu wegens 10.3.6, dat X = ocU + p met U ~ v, dus:

Dr,0 (1) = e, (ot) = eihte=o /2

e (10.3.9) Als v; en v kansmaten zijn op (R, Z(R?)) en v = vy * vy, dan
by = ¢u, - $u, puntsgewijs.
Bewijs: 7ij X1, X2 onafhankelijke r.v. met verdelingen vy, v5. Dan heeft
X1 + X5 verdeling v en dus volgt:

b, (t) = E(ei(thl-i-Xz)) - E(ei<t7X1>ei<t7X2>)
= E(e" "N B2 = ¢, (6)du, (t)
e Als v, vo kansmaten zijn op (R, Z(R)), en v = v X vo, dan:

bu(t1,t2) = du, (t1)Pu, (t2)

Bewijs: 7ij X1, X2 onafhankelijke r.v. met verdelingen vy, v5. Dan heeft
(X1, X3) verdeling v en dus volgt:

bu(t)

E(ei<(t17t2),(X1,X2)>)

— E(eit1X1+it2) — E(eit1X2€it2Xz)

= E(eith)E(eitQXQ) = ¢u, (t1)Pu, (t2)

Gevolg: (e ) (b1, wosta) = [T52 Gusor (i)

e (10.3.10) (Fourier inversie) Bekijk de Gaussische maat v, op (R, Z(R))
en de d-de productmaat op (R%, Z(R%)), v¢ met dichtheid g¢ : RY — R
(de simultane verdeling van d onafhankelijke X, ..., X4 allen ~ v, ), dan:

ﬁ /Rd e gy Y (BA(dE) = g2, (x)
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Bewigs: Voor d = 1:

/ 77,It¢ ’V,LLU /efzwt —o%t /th
R

e~ TteO 2t /th

d
= ]1;[1 /R T j(b(VuJ’U)(tj)dtJ)
d
= @2m)* [ 9o (25) = 2m)%g ()

Gevolg: Dit laat zien dat de Fourier-inversie operator 1, op f € Z*(R%, %(
gedefinieerd als:

o) e 2 [ miten)
V@) = gz [ )

geldt, dat w(qS(vig)) = gz’a. Niet alle kansmaten gedragen zich zo goed
met betrekking tot Fourier-inversie, maar het is voldoende om injectiviteit
van de Fourier-transformatie te bewijzen:

e (10.3.11) Als p en v kansmaten op (R?, Z(R?)) zijn, dan v = u dan en
slechts dan als ¢, = ¢,,.

Bewijs: We bewijzen uiteraard alleen <= . We doen dit door de Fourier-
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inverse van de convolutie met X% uit te rekenen en Fubini te gebruiken:

VO )@) = s [ HGE0 -o) 0d
= (Qi)d / ) (e-“%wi)(t) / d ei(y’“u(dy)) dt
- (271r>d / </ e“””’”ebwzxt)e“w(dy)) dt
- (271r)d /R </R e“”%(vz)(t)u(dy)) dt
- <2i)d / ( / ) e‘“*%%@i)(t)dt) (dy)
B <2i)d /R 9o (@ —y)u(dy) = - (75 * )

We mogen hier Fubini gebruiken omdat i eindig is en ¢(, ) is A-integreerbaar.
Dit geeft dus dat /(¢(72)) = 4 (vd# ). Hetzelfde kan voor v aangetoond
worden. Omdat ¢(v) = ¢(u) volgt dat v * u = v x v voor alle o > 0.

745y — p in distributie als o — 0, dus = v volgt omdat limieten van in
distributie convergerende rijen van kansmaten op R? uniek zijn (10.3.1).

Een gevolg is dat we de volgende omkering kunnen bewijzen:

(10.3.12) Zij Xy,...,X, R-waardige stochasten op dezelfde kansruimte
(Q,4,P) en zij X = (Xi,..., Xq) een Ri-waardige stochast. Dan zijn
X1, ...X4 onafhankelijk dan en slechts dan als ¢x (¢1, ..., tq) = H?Zl ox, (ti)

Bewijs: Het idee voor = zagen we al onder 10.3.9. Stel nu andersom

dat ¢x (t1,....,tq) = Hle ¢x,(t;). Laat px en px,, ... , px, de kansmaten
van X en X1, ..., X4 op R%, R respectievelijk.

Wegens = geldt: voor de productmaat, v = px, X ... X px, geldt
G0 (b1, osta) = TIy Gux, (1). Dus als g (b1, s ta) = [T0; éx, (), dan
Dy = Guy,dus ux = px, X...Xpix, volgt nu op grond van de uniciteitsstelling.
En dit betekent precies (zie 10.1) dat X7i, ..., X4 onafhankelijk zijn.

Elke kansmaat p op (R?, %(R?)) is eindig en daarom regulier. Er geldt
dus ook
sup{u(K) : K compact } = u(R?) =1

Een kansmaat maat die deze eigenschap heeft heet ook wel strak. Meer
in het algemeen, als (X,¥) een Hausdorfl topologische ruimte is en o
een o-algebra met ¢4 C o7, dan heet i een (getekende/ complexe) maat
op (X, ), strak als voor elke ¢ > 0 er een K C X compact is met
Hl(X\K) < .

In het geval van een kansmaat vertaalt dit inderdaad naar p(K) > 1 —e,
dus is equivalent met de supremumconditie.
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Een collectie {u; }ier van (getekende / complexe) maten heet uniform strak
als er voor elke € een K compact is met

Viel:|u|(X\K)<e

(10.3.13) Als p een kansmaat is op (R¢, Z(R?)). Dan voor elke ¢ > 0 geldt

p({reritel>2}) <2 [ ot

In het bijzonder is de integraal rechts reéelwaardig.
Bewigs: Met Fubini:

(t)dt = / / ¢t 1 (dar) dt
2 sin(
// (costx + isintx)dtu(dr) :/ dx)
—& R

5 [ a-sman= o (- [ 2 u0am)

1 sinex
= — 1-— d
2e Jgr ( ex > u(dz)

> /{ Sulde) = Sp({a : |eal > 2))

z:lex|>2} 2

De ongelijkheid wegens 1 — S22 > 1 ag [ex| > 2.

(10.3.15) Als {un} een uniform strakke rij van kansmaten op (R, Z(R)) is,
dan heeft {f,, } een deelrij die in distributie convergeert naar een kansmaat
op (R.A(R)).

Bewijs: Laat F,, de rij van verdelingsfuncties F),(z) := pu((—o0, x]) zijn bij
{pn} en zij D een aftelbare dichte verzameling in R, zoals Q, met {¢, } een
enumeratie van Q. Aangezien [0, 1] compact is heeft elke [0, 1]-waardige
rij een convergente deelrij.

— Laat {F} ,,} een deelrij van {F,} zijn zodat F} ,(z1) convergent is.

— {Ft1,n}n een deelrij van {Fy , } zijn zodat Fj41,,(x)) convergent is.

— Laat tenslotte F}, j, de diagonaalrij zijn. Er geldt dat Fy, x(x,,) conver-
gent is voor elke n € N, dus F}, , convergeert puntsgewijs naar een

limietfunctie G : Q — [0,1]. Zij uy,,; de corresponderende deelrij
van fiy,.

We laten zien dat p,; convergeert naar een kansmaat p. Hier wordt het
uniform strak zijn van de collectie {u,}, cruciaal. Namelijk als volgt: we
willen Gy graag uitbreiden tot

G:R—>R, Gz):=inf{Go(d):q€Q, ¢>z}
Dan is G:
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1. Niet-dalend omdat G niet-dalend is: immers, als ¢,p € Q, ¢ < p,
Go(q) = limk Fk,k(Q) S limk Fk,k(p) = Go(p).

2. Rechts-continu: neem z € R, € > 0 willekeurig en laat met de inf-
eigenschap ¢ € Q zo gekozen zijn dat ¢ > x en Go(q) < G(z) + .
Dan voor Z € [z,q) geldt G(2) € [G(z),Go(q)] C [G(z),G(z) + ¢).
Dus G is rechts-continu.

3. limg oo F(x) = 0, en lim, ,o F(x) = 1: Er geldt in elk geval
Vn e N:Vge Q: F,,(q) € [0,1] (omdat elke compacte K C R
verzameling bevat is in een interval K C (—R, R] C R, dus geldt
voor alle € > 0 is er een compacte K C R (met uniforme strakheid)
en deze geeft een R > 0 met:

VneN: F, o(R) — Fun(—R) = un((—R,R]) > pp(K) >1—¢

Dat betekent dus met 0 < F), ,,(—R) < fn.n(R) < 1 en monotoniciteit
van F, , dat Fy, ,(—q) < e, Frun(q) >1—¢, voor ¢ € Q met ¢ > R,
dus Go(—¢q) > ¢, Go(q) > 1 — ¢ en daarmee (eigenlijk spellen we hier
uit dat R uniform in n is gevonden) omdat D dense is volgt dus
B, Colr) =1 o Jm Gol@)=0

Om hetzelfde nu voor G te zien, neem € > 0 en zij R > 0 z.d.d.
voor ¢ € Q, Go(g) < € voor ¢ < —R en Gy(q) > 1 — /2 voor
q > R. Dan voor z € R, x < —R, neem een z < ¢ < —R, dan
G(z) < Go(g) < e, de eerste ongelijkheid per definitie van G. En voor
x €R, x> R, neem een Q 3 ¢ > z met Go(q) < G(x) + /2, wegens
de infinimum-eigenschap bestaat deze q. Bovendien ¢ > x > R, dus
Go(q) > 1 —¢/2. We vinden G(z) > Go(q) —e/2 > 1 — . Dit laat
zien dat ook lim, o G(z) =1, lim,, o, G(z) = 1.

Dus G definieert een maat p op (R, #(R)) (1.3.10).

Merk nu op dat niet noodzakelijk geldt dat F} ;(x) — G(z) voor € Q,
omdat Gy niet noodzakelijk samenvalt met G op Q (dat is niet hoe G

gedefinieerd is). Om te laten zien dat i, 4 1, gebruiken we een ander
argument: Fy, ;(z) convergeert naar G(x) voor continuiteitspunten x van
G.

7Zij * € R een continuiteitspunt van G, zij € > 0 en zij to,t;1 € Q met
x € (to,t1) en G(x) < Go(t1) + e, G(z) — e < Go(tg). Dat eerste is
simpelweg de inf-eigenschap, het tweede vereist continuiteit: kies eerst
een § > 0 met G((x — 0,z +9)) C (G(z) —e,G(x) + €) en vervolgens een
to € (x —6,2) N Q. Als j > Ny groot genoeg dat |F} ;(t1) — Go(t1)| < e,
en j > Ny groot genoeg dat |F} ;(to) — Go(to)| < €, dan volgt

Fji(z) < Fj;(t1) < Go(t1) + e < G(z) +2¢
Fjj(z) > Fj ;(to) > Go(to) —e > G(x) — 2¢
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Dus G(z) = lim; F}; j(x) voor x waar G continu is, en er volgt dat p,; in
distributie naar ;1 convergeert.

(10.3.15) Laat w en {py, }, een kansmaat en een rij kansmaten op (R, Z(R))
zijn. Dan convergeert p, in distributie naar 4 dan en slechts dan als ¢,
puntsgewijs naar ¢, convergeert.

Bewijs Voor elke t € R is de functie z — €*! begrensd en continu als
functiec R — C (nfet als functie C — R, maar we integreren over R). Dus
als pw, — p in distributie, dan volgt uit de definitie dat [ e“*p, (dz) —
[ e pu(dx) voor elke t € R, dus ¢, (t) = ¢,.(t) voor elke t € R, dus
Du,, — ¢, puntsgewijs op R.

Andersom, neem aan dat ¢, puntsgewijs naar ¢, convergeert. We laten
eerst zien dat als gevolg {u,} uniform strak is. Voor ¢ > 0 willekeurig,
gebruik continuiteit van ¢, bij 0 om een ¢ > 0 te vinden zodat

5
5] a=ouwnin<e

Omdat ¢y, — ¢, puntsgewijs, en X_s4(1 — du, ) X[_s4(1 — &) 7in
gedomineerd door 2x|_s s, welke A-integreerbaar zijn, kunnen we con-
cluderen dat

)
i / (1= o) < <

In het bijzonder %fis(l — @)pn(t))dt < 2e voor alle voldoende grote n.
We herschalen dit naar €. Propositie 10.3.13 geeft dan

2 2
——, = 1— >N
un<{ 5,5}) > e, Vn >

We kunnen dan § minimaal kiezen zodat het ook voor n € {1,...,N — 1}
geldt, en dan geldt het dus voor alle n € N. We zien dus dat {f, } uniform
2 2

strak is, want [—%, §] is compact.

De rest is toepassing van uniciteit van ¢,,, uniciteit van limieten in dis-
tributie, en 10.3.14: Stel dat er een begrensde continue f : R — R is

zodat
i [ fau, # [ i

Omdat { [ fdu,} C [-B,B] voor B = supy f < o0, volgt dat er wel een
deelrij p,, moet zijn zodat { [ fdpun, }r convergeert. Omdat {un, }x even-
zeer uniform strak is, laat fin, }; een deelrij zijn die convergeert naar een
kansmaat v (10.3.14). Dan lim; (bunk, = ¢, wegens de eerste implicatie
van deze propositie, en wegens diezelfde implicatie ook lim; ¢#nk7 = ¢,
v = p dus (10.3.11), maar dat is uitgesloten omdat [ fdv # [ fdu. Con-
tradictie, en we concluderen dat u, — p in distributie.
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e We zijn nu toegekomen aan het kroonjuweel van deze paragraaf, de Cen-
trale Limietstelling. Als laatste voorbereiding, het volgende: Als X een
R-waardige stochast met gemiddelde 0 en variantie 1 is, en ¢ is de karak-
teristieke functie, dan

#(0) =1,
#(0) = it / 2167 Py (dz) = B(X) = 0,

#"(0) = i /xQeiOIPX(dx) =—1-Var(X) = -1

Verder heeft ¢ continue afgeleiden, tenminste tot op tweede orde. I’'Hospital’s
regel geeft dan:
.2
e - (1-%)
im ————=~

=0
z—0 2

In andere woorden, ¢(z) =1 — %2 + R(x) met R(z) € o(z?).
(10.3.16) Centrale Limietstelling
Laat {X,,}7%, een rij van i.i.d. R-waardige stochasten zijn met verwacht-

ing p en variantie 02, en zij S,, = X1 + ... + X,,. Definieer de r1ij {U,}n
als volgt.
(Sn —np)

ovn
Dan convergeert de rij kansmaten { Py, },, in distributie naar -, de Gaus-
sische kansmaat met verwachting 0 en variantie 1.

U, =

Bewigs:
Elke stochast @ heeft gemiddelde 0 en verwachting 1, dus de karakter-
istieke functie ¢ van deze stochast heeft Maclaurin-expansie zoals in het

voorgaande.

Xi—p
ag

Nu merken we op dat S, = ﬁ S , dus wegens onafhankelijkheid
Xi—p

g

van de stochasten en de schaling met ﬁ volgt met 10.3.9 en 10.3.4

dat de karakteristieke functie van U,, gegeven is door

=15 () () - (- () - (- 2255

Hierbij is €, (t) = —nR(t/\/n). Wegens R(t//n) € o(t?/n) volgt

lim &, (1) = — liernnR(t/\/ﬁ) =2 lim W =0, alst#0

Voor ¢ = 0 geldt de limiet natuurlijk ook gezien R(0) = 0 = lim,, 0R(0//n).
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Dus 2, (t) :=t2/2 — &, (t) is een 1ij die naar t>/2 convergeert. Met lemma
10.3.4 volgt dat:

Zn

du, (1) = (1= 2)" = 2 = 6,1

Dus ¢y, — ¢, puntsgewijs, en daarmee Py, — 7 in distributie wegens
10.3.15.

10.4

e Als A, B € &/ met P(B) # 0, dan definieert men in basiscursussen kan-

srekening P(A|B) = ng(l;?)

e Als X : Q - Rrwv. isen & C & een sub-o-algebra, danis Y : @ - R
een voorwaardelijke verwachting voor X gegeven # als Y Z-meetbaar is
en VB € # : [,YdP = [, XdP. We noemen een Y die voldoet een
E(X| %), en een versie van de voorwaardelijke verwachting.

Het idee: Events uit % geven informatie over de uitkomst; we kunnen
stochasten onderscheiden op basis van hun integralen over B € % (hoe
groter A, des te meer stochasten zijn op die manier onderscheidbaar).
We willen een stochast die ”op basis van die informatie” een verwachting
"uitrekent”, of anders gezegd, die niet te onderscheiden is van X door
integralen over events B uit %

Neem bijvoorbeeld de vrije Bernoulli-wandeling S, = Y1 +...+ Y, [n € N]
waarbij {Y, }nen 1.1.d. zijn met P(Y; =1)=p, P(Y; =-1)=¢q:=1—p.
Dan kunnen we definiéren: E(S, | Sn—1) = E(S, | 0(Sn-1)), d.-w.z.
gegeven willekeurige informatie B € o(S,,—1), wat is ”de verwachting van
S,”. Nemen we Z,, :== S,,_1+p—gq,dan is dit een voorwaardelijke verwacht-
ing want:

— Zy is 0(Sy—1)-meetbaar (het is immers een functie van Sy,).

— We berekenen:

/ S,dP = / [Su_1 + Y,]dP
B B
Z/ Sn_1dp+/XBYndP
B

:/ S, _1dP + P(B)E(Y,)
B

:/ Sn_ldPJr/[p—q]dP
B B
- / [Shos +p— )P

B
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Deze eigenschap maakt de vrije Bernoulli-wandeling {S,, }nen met als

filtratie {o(Sy,)}nen en parameter p = % een martingaal, zie onder.

e (10.4.2) Voor (2, 7, P) een kansruimte en X : @ — Rr.v. en E(X) < oo,
A sub-o-algebra van o7, dan

X heeft een conditionele verwachting.

Als Y1, Y; versies van E(X| %) zijn, dan Y7 = Y5 P-ae. (a.s.) op de
maatruimte (Q, 4, P)

Bewigs:

Stel X >0, dan 0 < [ XdP < oo, dus v(B) = [, XdP definieert een
eindige maat op (2, #) want elke B € Z heeft xp is &/-meetbaar,
dus dit is welgedefinieerd. Bovendien is v < P, want P(B) =0 =
xBX = 0 P-ae dus [, XdP = 0. v(Q) = E(X) < oo, dus v is
eindig.

Er volgt met Radon-Nikodym dat er een ¥ : Q@ — R is die %-
meetbaar is met [, YdP = v(B) = [, XdP VB € #. Y is dus
een E(X| A).

Als X : Q -5 R, dan is E(X") < co en E(X™7) < oo dus laat YV
een E(XT| %) zijn en Z een E(X~| %). Dan [, XdP = [, XTdP+
JpX~dP = [,YdP— [, ZdP = [,(Y — Z)dP, de laatste gelijkheid
omdat Y, Z beide integreerbaar zijn. Y — Z is JB-meetbaar, dus
wegens de voorgaande gelijkheid een E(X|2).

Als Y1, Y; versies van E(X| %) zijn, dan [, [Y;|dP = [, |X|dP =
E|X| < oo, dus Y1,Y5 zijn integreerbaar, dus [5(Y1 — Y3)dP =
fB(X — X)dP = 0, VB € %, dus ook voor B = {Y; > Y2} en
BC = (Vi < Yy}, dus [(Vi — Ya)*dP =0, [(Y; — Yy dP = 0, dus
Y1 — Y, =0 P-ae. dus Y] =Y, P-a.e.

e (10.4.3) Als (Q, 7, P) een kansruimte is en B, %, sub-o-algebras van &
en X,Y R-waardige r.v. op (Q,.«7, P) met E(|X|) < 0o, E(]Y]) < o0, dan

Als a,b € R, E(aX +0Y | B) = aE(X|B) + bE(Y| B) as.
Als X <Y as.,, dan E(X| %) < E(Y| %) as.

IEX| B < X

Als X PB-meetbaar is, E(X|#) = X a.s.

Als By C B, dan E(E(X|B)| Bo) = E(X| By) as.

Als % en X onathankelijk zijn (dus % en o(X) onathankelijk), dan
E(X|%)=E(X)

Als X %B-meetbaar en begrensd is, dan E(XY| %) = XE(Y| %) a.s.

Bewigs:
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— X,Y zijn P-integreerbaar dus aX + dY is P-integreerbaar dus er
bestaat een E(aX + bY | #). Onder integreerbaarheid van X,Y
kunnen we lineariteit van de integraal gebruiken: voor B € % geldt
dan:

/B(aXerY)dP:a/BXdP+b/BYdP
— a/E(X|@)dP+b/E(Y|@)dP
_ / 4B (X| #) + bE(Y| B)|dP
B

Dus aE(X| %)+ bE(Y| %) is een E(aX + bY| A).

e (Monotone en Gedomineerde convergentie voor Voorwaardelijke Verwacht-
ing) Zij (2, &/, P) kansruimte, % sub-o-algebra van & en Xi,...: Q@ - R
stochasten met F|X;| < oo en lim,, X,, bestaat a.s. Als één van de vol-
gende geldt:

— (Xp)22, is a.s. stijgend en lim, E(X,,) eindig
— Eriseen [0, co)-waardige stochast Y met F(Y) eindig zodat | X,| <Y
a.s.

Dan E(lim,, X,,) is eindig en E(lim,, X, | #) = lim,, E(X,| %) bijna zeker.
Bewigs:

Neem eerst aan X, [0, co)-waardig. Dan geeft de MCT:
0o > lim B(X,) = lim/XndP - /liandP = E(lim X,,)

Dus lim,, X, heeft eindige verwachting en dus is er een voorwaardelijke
verwachting E(lim,, X,,| #). Omdat 0 < X,, < X,,11, Vn € N, volgt dat
0 < BE(X,,|B) < E(Xnt1|#B) as., dus de MCT is van toepassing op
E(X,| %). Vermenigvuldigen met xp voor B € # verandert de toepas-
baarheid van de MCT niet, dus:

/liandP:Iim/ XndP:lim/ E(X,J%’)dP:/ limE(Xn|93)dP
B " JB " JB B "

Dit geeft dat lim,, E(X,,| #) een voorwaardelijke verwachting E(lim,, X,,| %)
is.

Als (X,,)22; R-waardig is, dan is E(X7) eindig dus X is P-integreerbaar,
en (X, — X1)22, is [0, o0)-waardig, dus we krijgen via het bovenstaande
dat E(lim, (X, — X1)) eindig is, dat E(lim,, X,, — X;| &) bestaat en gelijk
is aan lim, F(X, — X1|%). Maar dan

E(lim X,| #) — E(X1| #) =lim E(X,,| ) — E(X1| B)
Omdat E(X;| %) a.s. eindig is, geldt a.s. de gelijkheid E(lim,, X,,| #) =
lim E(X,,| #), dus volgt het gevraagde.
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e — Een filtratie is een stijgende rij (% )52, van o-algebras: %1 C %o C

— (Xn)22, een rij R-waardige stochasten heet aangepast aan de filtratie
als Vn, X,, % ,-meetbaar is.

— Een stopping time is een functie 7 : @ — Ng U {oo} zodat {7 < n} €
Z . Equivalent, want 7 <n—1¢€ % ,_1, {T =n} € F,.

o Als {X,,}22, een stochastisch proces is en {.#,,}°2, een filtratie, dan heet
{Xn}n, {F}n) een martingaal als:

— {X,}n is aangepast aan {F, },,
— E(X,,) bestaat en is eindig voor elke n
— E(Xpn41| Fnt1) = X as. voor alle n € Ny
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